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LỜI CAM ĐOAN
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được ai công bố trong bất cứ một công trình nào khác.

Nghiên cứu sinh

Nguyễn Thanh Tùng
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MỘT SỐ KÍ HIỆU THƯỜNG DÙNG TRONG LUẬN ÁN

Chúng tôi sử dụng các ký hiệu N là tập các số tự nhiên, R là tập số

thực. Với mỗi x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn và đa chỉ số α = (α1, · · · , αn) ∈ Nn,

ta ký hiệu xα = xα1 · · ·xαn và |α| =
n∑
i=1

αi, α! = α1!α2! · · ·αn!.

Với đa chỉ số α = (α1, · · · , αn) ∈ N, ta ký hiệu

Dα := Dα
x = Dα1

x1
· · ·Dαn

xn
, ∂α := ∂αx = ∂α1

x1
· · · ∂αnxn .

Thêm nữa, ta ký hiệu utk =
∂ku

∂tk
và

(
α

β

)
=

α!

β!(α− β)!
. Các miền và

không gian các hàm được ký hiệu như sau:

• Ω ký hiệu miền (mở liên thông) bị chặn trong Rn với biên ∂Ω.

• Ω ký hiệu hợp của Ω và ∂Ω.

• QT ký hiệu tích Descartes của Ω và (0, T ), với 0 < T ≤ ∞.

• ST ký hiệu tích Descartes của ∂Ω và (0, T ), với 0 < T ≤ ∞.

• K ký hiệu nón trong R3 với đỉnh tại gốc 0 với biên ∂K.

• KT ký hiệu tích Descartes của nón K với (0, T ).

• ∂KT ký hiệu tích Descartes của
d⋃
i=1

Γi với (0, T ), trong đó Γi là các

mặt nhẵn của nón K.

• Ck(Ω) ký hiệu không gian các hàm có đạo hàm liên tục đến cấp k

trong Ω, 0 ≤ k ≤ ∞.

• Ck
0 (Ω) ký hiệu không gian các hàm khả vi cấp k có giá compact trong

Ω, 0 ≤ k ≤ ∞.
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• Lp(Ω) ký hiệu không gian Banach gồm tất cả các hàm khả tổng cấp

p, 1 ≤ p <∞ theo nghĩa Lebesgue trong Ω.

• L∞(Ω) ký hiệu không gian Banach gồm tất cả các hàm đo được và bị

chặn hầu khắp nơi trên Ω.

• Lp(0, T ;X) ký hiệu không gian tất cả các hàm khả tổng từ [0, T ] vào

không gian Banach X với 1 ≤ p <∞.

• L∞(0, T ;X) ký hiệu không gian các hàm u xác định trên [0, T ] có giá

trị trong X đồng thời với mỗi t, u(t) đo được và bị chặn hầu khắp nơi

trên X.

• Hk(Ω) ký hiệu không gian Hilbert bao gồm tất cả hàm khả tổng địa

phương u trên Ω sao cho Dαu tồn tại thuộc Lp(Ω).

• H̊k(Ω) ký hiệu không gian Hilbert bao gồm các hàm u ∈ Hk(Ω) sao

cho Dαu = 0 trên ∂Ω với tất cả |α| ≤ k − 1.

• H−k(Ω) ký hiệu không gian đối ngẫu của H̊k(Ω).

• Hm
γ (Ω) ký hiệu không gian Sobolev có trọng γ ∈ R gồm các hàm

v ∈ D′(Ω)− không gian C∞0 (Ω) được trang bị tô pô compact sao cho

rγ+|α|−mDαv ∈ L2(Ω), |α| ≤ m, r = |x|.

• V l,p
a (Ω) ký hiệu không gian Sobolev có trọng a ∈ R, là bao đóng của

C∞0 (Ω \ l0), ở đó Ω là miền với biên ∂Ω gồm hai siêu phẳng Γ1,Γ2 có

giao là đa tạp l0 và 1 < p <∞, H l
a(Ω) = V l,2

a (Ω).

• V l
β,δ(K) ký hiệu bao đóng của C∞0 (K \ S), S = {0} ∪M1 · · · ∪Md, với

β ∈ R, δ = (δ1, · · · , δd) ∈ Rd,Mi là các cạnh của nón K.



8

MỞ ĐẦU

1. Lịch sử vấn đề và lí do chọn đề tài

Các bài toán biên tuyến tính đối với phương trình, hệ phương trình

đạo hàm riêng trong các miền với biên trơn [3] đã được các nhà toán học

nghiên cứu khá hoàn thiện ở nữa đầu thế kỷ XX. Các bài toán biên loại

dừng trong các miền trơn đã được nghiên cứu nhờ phép phân hoạch đơn

vị để đưa bài toán đang xét về bài toán trong toàn không gian và nửa

không gian [19, 24, 27]. Các bài toán biên không dừng trong các hình trụ

với đáy là miền có biên trơn được nghiên cứu nhờ phép biến đổi Laplace

hoặc phép biến đổi Fourier để đưa về bài toán dừng với tham biến trong

miền trơn.

Từ giữa thế kỷ XX, bài toán biên tổng quát đối với phương trình elliptic

trong miền với biên kỳ dị đã được nghiên cứu, các kết quả quan trọng về

tính đặt đúng của bài toán cũng như tính trơn và tiệm cận của nghiệm

trong miền với các điểm nón trên biên đã nhận được [49, 50]. Nhà khoa học

V.A.Kondratiev đã giải quyết được một số vấn đề mang tính nguyên lí để

khắc phục điểm kì dị kiểu nón của bài toán biên tổng quát đối với phương

trình elliptic. Tiếp theo, một số nhà toán học khác đã dựa trên các phương

pháp của V.A.Kondratiev để nghiên cứu các bài toán biên đối với các hệ

dừng trong các miền với các điểm kỳ dị trên biên [15, 25, 26, 51, 47, 52, 53].

Bài toán biên tổng quát đối với phương trình elliptic trong miền đa diện

đã được V. Maz’ya, J. Rossomann nghiên cứu về tính giải được trong các

không gian L2 Sobolev có trọng, không gian Hölder có trọng trong các

miền nhị diện, miền nón có cạnh, miền kiểu đa diện [60], những kết quả

căn bản của toán tử pencil đã được áp dụng trong việc khẳng định tính

giải được của bài toán. Những kết quả đạt được của bài toán biên tổng

quát đối với phương trình elliptic trong các miền có điểm nón, miền có

điểm lùi, miền có cạnh, miền kiểu đa giác... là cơ sở quan trọng cho các
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kết quả nghiên cứu về các bài toán biên đối với phương trình, hệ phương

trình không dừng.

Cho đến những năm của thập niên 90 của thế kỷ XX, bởi các phương

pháp như là phép biến đổi Fourier, phép biến đổi Laplace... chưa đủ mạnh

để giúp chúng ta khẳng định những kết quả quan trọng của các bài toán

không dừng trong các miền không trơn. Cuối thế kỷ XX, nhờ phương

pháp cắt thiết diện, bài toán không dừng đã được xét trên một thiết diện

như là một bài toán dừng [31, 32, 34, 38, 39, 40, 35, 36, 43, 44, 57]. Với

phương pháp này, bài toán không dừng với hệ số phụ thuộc thời gian đã

được khảo sát, thể hiện ở tính đặt đúng của bài toán không dừng trong

miền bất kỳ và biểu diễn tiệm cận của nghiệm gần điểm nón trên biên

trong [32]. Trong cùng khoảng thời gian này, các kết quả về tính giải được,

tính trơn của nghiệm suy rộng theo biến thời gian đối với bài toán biên

ban đầu thứ nhất, thứ hai trong các trụ với đáy là miền với biên bất kỳ

đã được xác định. Đặc biệt, tính trơn của nghiệm theo biến không gian

của bài toán biên đối với hệ phương trình hyperbolic trong các trụ với

đáy là miền chứa điểm nón, điểm góc đã khẳng định trong [31]. Biểu diễn

tiệm cận của nghiệm gần điểm nón của bài toán biên tổng quát đối với hệ

hyperbolic trong trụ với đáy là miền chứa điểm nón cũng đã nhận được

sau đó. Nhìn lại, các kết quả đạt được của các bài toán không dừng mới

chỉ xét trong các trụ hữu hạn có đáy là miền không trơn. Các kết quả nhận

được sau đó đối với phương trình không dừng parabolic, trong các công

trình [38, 40, 39, 35, 57] bài toán không dừng parabolic được xét trong các

trụ vô hạn với biên không trơn và đã thu được tính đặt đúng, biểu diễn

tiệm cận của nghiệm khi biến thời gian tiến ra vô cùng. Tính chính quy

của nghiệm của bài toán biên tổng quát trong trụ vô hạn với đáy chứa

điểm nón được đưa ra trong [36] và của bài toán biên ban đầu đối với hệ

không dừng parabolic cấp hai trong trụ hữu hạn với đáy là đa giác được

đề cập trong [57].

Với những kết quả quan trọng của bài toán giá trị biên ban đầu đối

với phương trình elliptic của các nhà khoa học V. A. Kondratiev, V. G.

Maz’ya và B. A. Plamenevskii đạt được trong các miền trụ không trơn
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khác nhau như miền với đáy chứa điểm nón, miền với đáy là đa giác, miền

với đáy chứa điểm lùi, điểm đỉnh..., đã có một số công trình trong nước của

Nguyễn Mạnh Hùng cùng các cộng sự đạt được về tính duy nhất nghiệm,

tính chính quy, biểu diễn tiệm cận nghiệm gần điểm kỳ dị (điểm nón, điểm

lùi, điểm đỉnh). Đặc biệt, bằng phương pháp xấp xỉ Galerkin, tính trơn

của nghiệm suy rộng theo biến thời gian đã nhận được từ bài toán giá

trị biên ban đầu thứ nhất đối với phương trình hyperbolic bậc cao trong

trụ vô hạn với biên bất kỳ [33]. Cùng phương pháp này, trong [46], sự

tồn tại duy nhất của nghiệm suy rộng của bài toán hỗn hợp thứ nhất đối

với phương trình hyperbolic cấp cao trong trụ không trơn vô hạn đã được

khẳng định. Khi xét đến bài toán giá trị biên ban đầu đối với phương trình

hyperbolic bậc cao trong các miền với điểm nón [37], bằng phương pháp

xấp xỉ Galerkin, Nguyễn Mạnh Hùng cùng cộng sự đã thu được các kết

quả về tính giải được duy nhất, tính chính quy của nghiệm trong không

gian Sobolev, biểu diễn tiệm cận của nghiệm gần điểm nón. Bởi việc áp

dụng phương pháp xấp xỉ biên, Nguyễn Mạnh Hùng, Vũ Trọng Lưỡng đã

thu được tính giải được duy nhất, tính trơn của nghiệm theo biến thời gian

của bài toán giá trị biên ban đầu đối với các hệ phương trình hyperbolic

cấp cao trong trụ với đáy là miền chứa điểm đỉnh [41], tính chính quy của

nghiệm của bài toán giá trị biên ban đầu đối với phương trình hyperbolic

cấp cao trong hình trụ với đáy chứa điểm lùi trên biên [42] đã thu được.

Phương trình truyền sóng phi tuyến với cấu trúc tắt dần trên miền trơn

bất kỳ mà trong đó có hệ đàn hồi với cấu trúc tắt dần đã được nhiều nhà

toán học trong và ngoài nước quan tâm, nghiên cứu trong khoảng bốn

thập kỉ trở lại đây. Năm 1982, G. Chen và D. L. Russell [11] đã nghiên

cứu về toán tử đàn hồi và toán tử tắt dần và đã đạt được một số kết quả

về hệ thức liên hệ giữa các toán tử đàn hồi và toàn tử tắt dần. Năm 1998,

Huang [30] đã phát triển bài toán, ở đó có sự thay thế toán tử đàn hồi.

Năm 2013, các nhà toán học Fan, Li và Chen [22] đã thu được sự tồn tại

của nghiệm mềm trong các không gian Banach với hằng số tắt dần ρ ≥ 2

và hàm phi tuyến f là hàm Lipschitz theo biến thứ hai. Năm 2014, tính

giải tích và tính ổn định mũ của nửa nhóm sinh bởi hệ đàn hồi với cấu trúc

tắt dần đã được Fan và Ly nghiên cứu trong công trình [23]. Cùng năm
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này, trong [21] Fan và Gao đã đạt được các kết quả về biểu diễn tiệm cận

của nghiệm của hệ đàn hồi với cấu trúc tắt dần trong không gian Banach.

Trước những kết quả đạt được đối với bài toán biên ban đầu đối với

phương trình hyperbolic trong các miền trụ không trơn, đặt ra vấn đề nếu

bổ sung hạng tử nhiễu phi tuyến vào phương trình hyperbolic nửa tuyến

tính xét trong trụ không trơn vô hạn thì tính giải được của bài toán như

thế nào. Thay vì miền với điểm nón, điểm lùi, điểm góc... là miền có cạnh

thì tính giải được, tính chính quy của nghiệm theo biến thời gian của bài

toán biên ban đầu đối với phương trình hyperbolic cấp hai phi tuyến được

thể hiện ra sao. Nhìn nhận về phương pháp, cách tiếp cận giải quyết bài

toán biên ban đầu đối với phương trình hyperbolic trong miền có cạnh có

giống như cách tiếp cận của cùng bài toán trong miền có điểm lùi, điểm

nón, điểm đỉnh không. Thêm nữa, trong quá trình nghiên cứu về hệ đàn

hồi đối với cấu trúc tắt dần, chúng tôi nhận thấy rằng các kết quả đạt

được về sự tồn tại, tính phân rã của nghiệm mềm của bài toán mới chỉ

đạt được đối với lớp hàm phi tuyến có tính chất Lipschitz, các toán tử

trong phương trình xét trên miền trơn. Từ những vấn đề nêu trên, chúng

tôi quyết định nghiên cứu bài toán biên đối với một số lớp phương trình

truyền sóng trong miền không trơn. Trong đó chúng tôi nghiên cứu sự tồn

tại nghiệm yếu toàn cục, nghiệm yếu địa phương của bài toán biên ban

đầu đối với phương trình hyperbolic nửa tuyến tính trong các trụ không

trơn, trong các miền đa diện. Hơn nữa, chúng tôi nghiên cứu nghiệm mềm

phân rã theo tốc độ mũ của bài toán giá trị ban đầu không địa phương đối

với phương trình vi phân cấp hai nửa tuyến tính trong không gian Banach

với cấu trúc tắt dần trên miền trơn và không trơn.

2. Mục đích, đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại, tính duy nhất của nghiệm yếu trên

[0,∞) trong các không gian Sobolev có trọng của bài toán biên ban đầu

đối với các phương trình hyperbolic nửa tuyến tính cấp cao trong các trụ

không trơn; nghiên cứu sự tồn tại duy nhất và tính chính quy theo biến

thời gian của nghiệm yếu trên [0, T ] của bài toán biên ban đầu đối với

phương trình hyperbolic nửa tuyến tính cấp hai trong các miền có cạnh,
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miền nón có cạnh. Thêm nữa, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại, tính phân rã

tốc độ theo cấp mũ của nghiệm mềm của bài toán giá trị ban đầu không

địa phương đối với phương trình vi phân cấp hai nửa tuyến tính trong

không gian Banach với cấu trúc tắt dần trên miền trơn và không trơn,

thành phần phi tuyến trong phương trình được xét đến thuộc lớp hàm có

giá trị trong không gian Banach liên tục bị chặn.

3. Phương pháp nghiên cứu

• Trong luận án, chúng tôi sử dụng phương pháp xấp xỉ Galerkin và các

định lý nhúng trong các không gian Sobolev chứng minh sự tồn tại duy

nhất của nghiệm yếu trên [0, T ] (0 < T <∞), sử dụng phương pháp

thác triển nghiệm chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu trên [0,∞) của

các bài toán biên ban đầu đối với phương trình hyperbolic nửa tuyến

tính bậc cao. Thêm nữa, chuyển qua bài toán tuyến tính, áp dụng

phương pháp điểm bất động, chúng tôi khẳng định sự tồn tại duy

nhất nghiệm yếu trên [0, T ] (0 < T < ∞) trong không gian Sobolev

có trọng của bài toán biên ban đầu đối với phương trình hyperbolic

nửa tuyến tính cấp hai trong miền có cạnh, miền nón có cạnh. Sử dụng

phương pháp chuyển qua bài toán biên ban đầu đối với hệ không dừng

về bài toán elliptic chứa tham số, áp dụng kết quả đối với bài toán

biên elliptic trên miền đa diện nghiên cứu tính chính quy của nghiệm

yếu của bài toán này.

• Áp dụng các kết quả của lý thuyết nửa nhóm, độ đo không compact,

phương pháp điểm bất động đối với ánh xạ nén, chúng tôi khẳng định

sự tồn tại nghiệm mềm phân rã tốc độ theo cấp mũ của phương trình

truyền sóng nửa tuyến tính với cấu trúc tắt dần cùng điều kiện ban

đầu không địa phương.

4. Kết quả của luận án

Luận án đạt được những kết quả chính sau đây:

• Sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu trên [0,∞) của bài toán biên ban

đầu đối với phương trình hyperbolic nửa tuyến tính cấp cao trong trụ

không trơn.
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• Sự tồn tại duy nhất và tính chính quy của nghiệm yếu trên đoạn [0, T ]

trong không gian Sobolev có trọng của bài toán biên ban đầu đối với

phương trình hyperbolic nửa tuyến tính cấp hai trong miền có cạnh

và nón có cạnh.

• Sự tồn tại và tính phân rã theo tốc độ mũ của nghiệm mềm của bài

toán giá trị ban đầu không địa phương đối với phương trình vi phân

cấp hai nửa tuyến tính trong không gian Banach với cấu trúc tắt dần

trên miền trơn và không trơn, thành phần phi tuyến trong phương

trình được xét đến thuộc lớp hàm có giá trị trong không gian Banach

liên tục bị chặn.

Các kết quả của luận án là mới, có ý nghĩa khoa học, và góp phần vào

việc hoàn thiện các kết quả thu được trước đó của bài toán biên đối với

phương trình truyền sóng trên một số miền không trơn.

Các kết quả chính đã được công bố trong 03 bài báo trên các tạp chí

khoa học quốc tế uy tín (có 01 bài báo trong danh mục ISI) và đã được

báo cáo tại:

• Đại hội Toán học toàn quốc lần thứ VIII, Nha Trang, 08/2013;

• Hội thảo khoa học “Toán học giải tích và ứng dụng”, Đại học Hồng

Đức, 26-28/5/2016;

• Semina của Bộ môn Giải tích, Khoa Toán-Tin, Trường Đại học Sư

phạm Hà Nội.

5. Cấu trúc của luận án

Luận án gồm 4 chương:

Chương 1: Một số kiến thức chuẩn bị

Chương 2: Bài toán biên ban đầu đối với phương trình hyperbolic nửa

tuyến tính trong các trụ không trơn

Chương 3: Bài toán Dirichlet-Cauchy đối với phương trình hyperbolic

nửa tuyến tính trong các miền đa diện

Chương 4: Phương trình truyền sóng nửa tuyến tính với cấu trúc tắt dần.
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Chương 1

MỘT SỐ KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Trong chương này, chúng tôi nhắc lại một số không gian hàm; kiến thức

căn bản về lý thuyết toán tử tuyến tính; một số bất đẳng thức sẽ được

sử dụng trong chứng minh các bổ đề, định lý; bài toán Dirichlet đối với

phương trình elliptic mạnh trong miền đa diện; bài toán Dirichlet đối với

hệ elliptic mạnh trong miền nón có cạnh; một số kiến thức căn bản của

lý thuyết nửa nhóm các toán tử tuyến tính bị chặn; một số kiến thức căn

bản về độ đo không compact và ánh xạ nén tương ứng với độ đo không

compact. Nội dung kiến thức của chương được xác định trong các bài báo,

tài liệu chuyên khảo [1, 4, 17, 18, 19, 20, 48, 56, 60, 63, 65].

1.1. Không gian các hàm, hội tụ yếu, các định lý nhúng

1.1.1. Một số không gian hàm

1. Giả sử X là không gian Banach với chuẩn ‖ · ‖X . Sử dụng ký hiệu

trong [19], ta có C
(
[0, T ];X

)
là không gian bao gồm các hàm liên tục

u : [0, T ] → X với chuẩn ‖u‖C([0,T ];X) = max
0≤t≤T

‖u(t)‖X < ∞. Với mỗi

1 ≤ p < ∞ và 0 < T ≤ ∞, không gian Lp(0, T ;X) bao gồm tất cả các

hàm khả tổng u : [0, T ]→ X, xác định với chuẩn

‖u‖Lp(0,T ;X) =
( T∫

0

‖u(t)‖pdt
) 1
p

<∞;

Không gian L∞(0, T ;X) bao gồm các hàm u xác định trên [0, T ] có giá trị

trong X, đồng thời với mỗi t ∈ [0, T ], u(t) đo được và bị chặn hầu khắp

nơi trên X, xác định với chuẩn ‖u‖L∞(0,T ;X) = ess sup
0≤t≤T

‖u(t)‖X <∞.

2. Cho Ω ⊂ Rn (n ≥ 2) là một miền bị chặn. Sử dụng các kí hiệu trong

[19, Chương 5], với 1 ≤ p ≤ ∞ và m là số nguyên không âm, ta có
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Định nghĩa 1.1. Giả sử u, v ∈ L1
loc(Ω), α là một đa chỉ số. Ta nói rằng v

là đạo hàm yếu cấp α của u, kí hiệu Dαu = v, nếu∫
Ω

uDαφdx = (−1)|α|
∫
Ω

vφdx

thỏa mãn đối với tất cả các hàm thử φ ∈ C∞0 (Ω).

Định nghĩa 1.2. Không gian Sobolev Wm,p(Ω) bao gồm tất cả các hàm

khả tổng địa phương u : Ω→ R sao cho với mỗi đa chi số α, |α| ≤ m,Dαu

tồn tại theo nghĩa yếu và thuộc Lp(Ω).

Kí hiệu W̊m,p(Ω) là bao đóng của C∞0 (Ω) trong W k,p(Ω).

Trong trưởng hợp p = 2, ta thường viết Hm(Ω) = Wm,2(Ω), m =

0, 1, 2, · · · . Ta có H0(Ω) = L2(Ω). Với mỗi u ∈ Wm,p(Ω), ta định nghĩa

chuẩn của nó xác định bởi

‖u‖Wm,p(Ω) =


( ∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|pdx
) 1
p

nếu 1 ≤ p <∞,∑
|α|≤m

ess sup
x∈Ω

|Dαu(x)| nếu p =∞.

Với mỗi m ∈ N∗,Wm,p(Ω) cùng với chuẩn ‖ · ‖Wm,p(Ω) là không gian

Banach. Nói riêng,Hm(Ω) cũng là không gian Banach và nếu trongHm(Ω)

ta trang bị tích vô hướng

(u, v) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

DαuDαvdx

thì Hm(Ω) là không gian Hilbert. Ta kí hiệu H̊m(Ω) bao gồm tất cả các

hàm u ∈ Hm(Ω) sao cho Dαu = 0 (với tất cả |α| ≤ m− 1) trên biên ∂Ω

của Ω và được gọi là bao đóng của C∞0 (Ω) trong Hm(Ω). H−m(Ω) được

gọi là không gian đối ngẫu của H̊m(Ω).

Với γ ∈ R và x ∈ Ω, ký hiệu r = |x|, ta có không gian Sobolev có trọng

Hm
γ (Ω) = {v ∈ D′(Ω) : rγ+|α|−mDαv ∈ L2(Ω), |α| ≤ m} với chuẩn ‖·‖m,γ

được xác định bởi hệ thức

‖v‖m,γ =
( ∑
|α|≤m

∫
Ω

∣∣∣rγ+|α|−mDαv
∣∣∣2dx) 1

2

.
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3. Giả sử Ω là miền có cạnh bị chặn trong Rn, n > 2, với biên ∂Ω bao

gồm hai mặt Γ1,Γ2 giao nhau theo đa tạp l0. Với mỗi a ∈ R, l là số

nguyên không âm và 1 < p < ∞, ta định nghĩa không gian Sobolev có

trọng V l,p
a (Ω) (xem [60]) như là bao đóng của tập C∞0 (Ω \ l0) tương ứng

với chuẩn

‖u‖V l,pα (Ω) =

∫
Ω

∑
0≤|α|≤l

(
rp(a+|α|−l)|Dαu|p + |u|p

)
dx

 1
p

,

ở đây r = dist(x, l0). Một chuẩn (xem [60, Bổ đề 2.1.5]) tương đương với

‖ · ‖V l,pα (Ω), đó là

‖u‖ =

∫
Ω

(
rp(a−l)|u|p +

∑
|α|=l

rpa|Dαu|p
)
dx

 1
p

, l ≥ 1.

Để ngắn gọn, ta đặt H l
a(Ω) = V l,2

a (Ω). Từ định nghĩa chuẩn của không

gian V l,p
α (Ω) chúng ta có V l,p

a (Ω) ↪→ V l−1,p
a−1 (Ω) ↪→ · · · ↪→ V 0,p

a−l.

4. Ta xác định miền nón bị chặn có cạnh K =
{
x ∈ R3 : x

|x| ∈ Ω
}

có

đỉnh tại gốc tọa độ. Ta giả sử rằng biên ∂K bao gồm đỉnh x = 0, các cạnh

(các nửa đường thẳng)M1, · · · ,Md và các mặt nhẵn (lớp C∞) Γ1, · · · ,Γd.
Điều này cho ta thấy rằng Ω = K ∩ S2 là một miền kiểu đa giác nằm

trên mặt cầu đơn vị S2 với các cạnh γk = Γk ∩ S2. Cho 0 < T < ∞, đặt

KT = K× (0, T ), ∂KT =
d⋃
i=1

Γi× (0, T ). Ta ký hiệu S = {0}∪M1 · · ·∪Md

là tập các điểm biên kỳ dị. Với mỗi số nguyên không âm l và các đại lượng

β ∈ R, δ = (δ1, · · · , δd) ∈ Rd, ta ký hiệu V l
β,δ(K) (xem [60]) là bao đóng

của C∞0 (K \ S) tương ứng với chuẩn

‖u‖V lβ,δ(K) =
(∫
K

∑
|α|≤l

ρ2(β+|α|−l)
d∏

k=1

(rk
ρ

)2(δk+|α|−l)
|Dαu|2dx

) 1
2

,

ở đây ρ = |x| là khoảng cách từ x ∈ K đến gốc tọa độ, rk là khoảng cách từ

x ∈ K tới cạnhMk (k = 1, · · · , d) tương ứng. Bao đóng C∞0 (K) tương ứng

với chuẩn ‖·‖V lβ,δ(K) được ký hiệu bởi V̊ l
β,δ(K). Từ định nghĩa của ‖·‖V lβ,δ(K),

ta có các nhúng sau: V l
β,δ(K) ↪→ V l−1

β−1,δ−1(K) ↪→ · · · ↪→ V 0
β−l,δ−l(K).
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1.1.2. Hội tụ yếu

Cho X là không gian định chuẩn, X ′ là không gian đối ngẫu của X. Ta

có định nghĩa và tính chất của hội tụ yếu như sau, xem [20].

Định nghĩa 1.3. a. Một dãy {xn}∞n=1 ⊂ X được gọi là hội tụ yếu tới

x ∈ X, (kí hiệu: xn ⇀ x) nếu ϕ(xn)→ ϕ(x) ∀ϕ ∈ X ′.

b. Một dãy {ϕn}∞n=1 ⊂ X ′ được gọi là hội tụ yếu sao tới ϕ ∈ X ′, (kí hiệu:
ϕn

?
⇀ ϕ) nếu ϕn(x)→ ϕ(x) ∀x ∈ X.

Mệnh đề 1.1. Giả sử {xn}∞n=1 là một dãy trong không gian Banach X.

Khi đó

1) Nếu xn ⇀ x khi n→∞ thì {xn}∞n=1 bị chặn và ‖x‖X ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖X .

2) Nếu xn ⇀ x khi n → ∞ và ‖xn‖X → ‖x‖X khi n → ∞ thì xn → x

khi n→∞.

3) Nếu {xn}∞n=1 bị chặn trong X và nếu tồn tại x ∈ X và một tập con

trù mật D trong X ′ sao cho ϕ(xn)→ ϕ(x) khi n→∞ với mọi ϕ ∈ D
thì xn ⇀ x.

Các tính chất compact dưới đây rất quan trọng cho việc khẳng định sự

tồn tại hội tụ yếu, hội tụ yếu sao.

Định lý 1.1. Nếu dãy {xn}∞n=1 là dãy bị chặn trong không gian Banach

phản xạ thì tồn tại dãy con hội tụ yếu của {xn}∞n=1.

Trong trường hợp đặc biệt, một dãy bị chặn trong không gian Hilbert

luôn có dãy con hội tụ yếu.

Định lý 1.2. Nếu dãy {ϕn}∞n=1 ⊂ X ′ bị chặn trong không gian đối ngẫu

X ′ của không gian Banach X tách được, thì tồn tại dãy con hội tụ yếu

sao.

Áp dụng định lý Hahn-Banach, ta có định lý sau:

Định lý 1.3. Giả sử X là không gian định chuẩn và dãy {xn}∞n=1 trong

X hội tụ yếu tới x. Nếu Ω ⊂ X là tập con lồi và đóng chứa {xn}∞n=1 thì

x ∈ Ω.



18

1.1.3. Định lý nhúng Sobolev và định lý nhúng Rellich-Kondrachov

Tham khảo [1], ta có khái niệm và các định lý nhúng sau:

Định nghĩa 1.4. Giả sử X, Y là các không gian định chuẩn tương ứng

với chuẩn ‖ · ‖X , ‖ · ‖Y . Ta nói rằng X nhúng liên tục vào Y và được viết

X ↪→ Y nếu

(i) X là không gian vectơ con của Y và

(ii) toán tử tuyến tính đồng nhất I xác định trên X ánh xạ vào Y cho bởi

Ix = x với tất cả x ∈ X là liên tục.

Ta nói X nhúng compact vào Y (X
com
↪→ Y ) nếu I là toán tử compact .

Từ Định nghĩa 1.4, bởi I là tuyến tính, (ii) tương đương tồn tại hằng

số dương M sao cho ‖Ix‖Y ≤M‖x‖X , x ∈ X.

Định nghĩa 1.5. Ta nói rằng miền mở Ω ⊂ Rn có tính chất nón nếu tồn

tại một nón hữu hạn C sao cho với mỗi x ∈ Ω là đỉnh của một nón hữu

hạn Cx chứa trong Ω và đồng dạng với C

Cho Ω là một miền có tính chất nón trong Rn và cho Ωk là miền k−chiều
thu được bởi giao của Ω với một phẳng k−chiều trong Rn, 1 ≤ k ≤ n.

Rõ ràng Ωn ≡ Ω. Cho j,m là các số nguyên không âm và cho p thỏa mãn

1 ≤ p <∞.

Định lý 1.4 (Định lý nhúng Sobolev). a) Nếu mp < n và n−mp < k ≤ n

thì W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ωk) với p ≤ q ≤ kp

n−mp
. Đặc biệt, W j+m,p(Ω) ↪→

W j,q(Ω) với p ≤ q ≤ np

n−mp
, hoặc Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) với p ≤ q ≤

np

n−mp
.

b) Nếu mp = n và 1 ≤ k ≤ n thì W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ωk) với p ≤ q <∞.
Đặc biệt, Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) với p ≤ q <∞.

c) Tất cả các phép nhúng liên tục đã nêu trên đều đúng đối với các miền

tùy ý nếu ta thay thế các không gian Sobolev W j+m,p(Ω) bởi các không gian

W̊ j+m,p(Ω).
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Với giả thiết như trên về miền Ω và với j,m là các số nguyên j ≥ 0,m ≥
1, 1 ≤ p <∞, ta có định lý sau:

Định lý 1.5 (Định lý nhúng Rellich-Kondrachov). a) Nếu mp ≤ n thì

nhúng sau là compact: W j+m,p(Ω)
com
↪→ W j,q(Ωk) nếu 0 < n−mp < k ≤ n

và 1 ≤ q <
kp

n−mp
. Đặc biệt W j+m,p(Ω)

com
↪→ W j,q(Ωk) nếu n = mp, 1 ≤

k ≤ n và 1 ≤ q <∞.

b) Nếu mp > n thì nhúng sau là compact: W j+m,p(Ω)
com
↪→ W j,q(Ω) nếu

1 ≤ q ≤ ∞.

c) Tất cả các phép nhúng compact đã nêu trên đều đúng đối với các miền

tùy ý nếu ta thay thế các không gian Sobolev W j+m,p(Ω) bởi các không gian

W̊ j+m,p(Ω).

1.2. Một số bất đẳng thức

Trong mục này, chúng tôi nhắc lại một số bất đẳng thức thường sử dụng

trong luận án cùng với các dạng phát biểu của bất đẳng thức Gronwall

(xem [19]).

1.2.1. Bất đẳng thức Cauchy và bất đẳng thức Young

Với mọi a, b > 0 và ε > 0, 1 < p, q <∞, 1
p + 1

q = 1, ta có

1. Bất đẳng thức Cauchy: ab ≤ εa2 + b2

4ε .

2. Bất đẳng thức Young: ab ≤ εap +
1

(εp)
q
pq
bp.

1.2.2. Bất đẳng thức Hölder

Cho 1 ≤ p1, p2, · · · , pm ≤ ∞ thỏa mãn
1

p1
+

1

p2
+ · · · + 1

pm
= 1 và giả

thiết uk ∈ Lpk(Ω) với k = 1, 2, · · · ,m. Khi đó∫
Ω

|u1.u2 · · ·um|dx ≤
m∏
k=1

‖ui‖Lpk (Ω).
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1.2.3. Một số phát biểu của bất đẳng thức Gronwall

Bổ đề 1.1 ([19], Dạng vi phân). Cho η(·) là hàm không âm, liên tục tuyệt

đối trên [0, T ] và η′(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t) với hầu khắp t ∈ [0, T ], ở đây

φ(t) và ψ(t) là các hàm không âm, khả tổng trên [0, T ]. Khi đó

η(t) ≤
(
η(0) +

t∫
0

ψ(s)ds
)

exp
( t∫

0

φ(s)ds
)
,

với tất cả t ∈ [0, T ]. Đặc biệt, nếu ψ(t) ≡ 0, t ∈ [0, T ] và η(0) = 0 thì

η(t) ≡ 0 trên [0, T ].

Bổ đề 1.2 ([19], Dạng tích phân). Cho ξ(t) là hàm khả tổng, không âm

trên [0, T ] và với hầu khắp t trên [0, T ], bất đẳng thức tích phân sau thỏa

mãn

ξ(t) ≤ C1

t∫
0

ξ(s)ds+ C2

với các hằng số C1, C2 ≥ 0. Khi đó ξ(t) ≤ C2

(
1 + C1te

C1t
)
với hầu khắp

0 ≤ t ≤ T. Trong trường hợp đặc biệt, nếu C2 = 0 thì ξ(t) ≡ 0 trên [0, T ].

Tổng quát hơn, khi ta thay thế hằng số C2 bởi một hàm thực khả tích,

không âm. Khi đó bất đẳng thức Gronwall dưới dạng tích phân được phát

biểu như sau:

Bổ đề 1.3. Giả sử F,G là các hàm số thực không âm, khả tích trên [t0, T ]

và thỏa mãn F (t) ≤ G(t) + C
t∫
t0

F (s)ds, ∀ t ∈ [t0, T ], ở đây C là hằng số

dương đã cho. Khi đó

F (t) ≤ G(t) + C

t∫
t0

G(s) exp
(
C(t− s)

)
ds, ∀ t ∈ [t0, T ].

Hơn nữa, nếu G(t) có đạo hàm G′(t) và G′(t) khả tích trên [t0, T ] thì

F (t) ≤ G(t0) exp
(
C(t− t0)

)
+

t∫
t0

G′(s) exp
(
C(t− s)

)
ds
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Trong những trường hợp cụ thể chúng ta cần phải sử dụng dạng tổng

quát để có thể áp dụng trong các trường hợp phức tạp (xem [55]).

Bổ đề 1.4. Cho z(t) là hàm khả vi xác định dương thỏa mãn bất đẳng

thức z(t) ≤ C +
t∫
a

[
f(s)z(s) + g(s)zn(s)

]
ds, t ∈ I = [a, b], ở đây C ≥ 0,

các hàm f(t), g(t) là những hàm liên tục trên I và n > 1 là hằng số. Khi

đó với t, s ∈ I,

1− (n− 1)Cn−1

t∫
a

g(s) exp
(

(n− 1)

s∫
a

f(τ)dτ
)
ds > 0,

ta có

z(t) ≤
C exp

(
t∫
a

f(s)ds

)
[
1− (n− 1)Cn−1

t∫
a

g(s) exp

(
(n− 1)

s∫
0

f(τ)dτ

)] 1
n−1
.

1.2.4. Bất đẳng thức Gagliardo-Nirenberg

Trong công trình [16], Manuel Del Pino và Jean Dobeault đã xác định

được hằng số tốt nhất đối với bất đẳng thức Gagliardo-Nirenberg. Trong

một số trường hợp đánh giá, để thuận lợi khi thực hiện các phép nhúng

trong các không gian Sobolev, ta có thể sử dụng bất đẳng thức Gagliardo-

Nirenberg. Ta có các phát biểu của bất đẳng thức Gagliardo-Nirenberg

như sau:

Định lý 1.6. Cho số nguyên d ≥ 2. Nếu số thực p > 1 và p ≤ d

d− 2
với

d ≥ 3, khi đó đối với bất kì hàm

ω ∈ Dp(Rd) = {ω ∈ L1+p(Rd) : ∇ω ∈ L2(Rd) và |ω|2p ∈ L1(Rd)},

bất đẳng thức sau thỏa mãn

‖ω‖L2p(Rd) ≤ A‖∇ω‖θL2(Rd)‖ω‖
1−θ
Lp+1(Rd), (1.1)

ở đây

A =

(
y(p− 1)2

2πd

) θ
2
(

2y − d
2y

) 1
2p

(
Γ(y)

Γ
(
y − d

2

)) θ
d

,
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với θ =
d(p− 1)

p[d+ 2− (d− 2)p]
, y =

p+ 1

p− 1
. A là hằng số tốt nhất và dấu

bằng trong (1.1) xảy ra nếu và chỉ nếu ω là một hằng số bội của một trong

các hàm ωσ,x(x) =

(
1

σ2 + |x− x|2

) 1
p−1

, với σ > 0 và x ∈ Rd.

Định lý 1.7. Cho số nguyên d ≥ 2 và giả thiết rằng 0 < p < 1. Khi đó

đối với bất kì hàm ω ∈ Dp(Rd), bất đẳng thức sau thỏa mãn

‖ω‖Lp+1(Rd) ≤ A‖∇ω‖θL2(Rd)‖ω‖
1−θ
L2p(Rd), (1.2)

ở đây

A =

(
y(p− 1)2

2πd

) θ
2
(

2y

2y + d

) 1−θ
2p

(
Γ
(
d
2 + 1 + y

)
Γ(1 + y)

) θ
d

,

với θ =
d(1− p)

(1 + p)[d− (d− 2)p]
, y =

p+ 1

1− p
. A là hằng số tốt nhất và dấu

bằng trong (1.2) xảy ra bởi các hàm có giá compact ωσ,x(x) =
(
σ2 − |x −

x|2
) 1

1−p
+
, với σ > 0 và x ∈ Rd.

1.3. Một số kiến thức căn bản về lí thuyết toán tử

Trong mục này, ta nhắc lại một số kiến thức căn bản của toán tử tuyến

tính bị chặn (xem [65]). Cho X, Y là các không gian Banach tương ứng

với chuẩn ‖ · ‖X , ‖ · ‖Y .

Định nghĩa 1.6. Một toán tử tuyến tính từX vào Y là một cặp (A,D(A))

bao gồm một không gian con D(A) ⊂ X, và một biến đổi tuyến tính

A : D(A)→ Y.

Ta nói rằng D(A) là miền xác định của toán tử tuyến tính A.

Định nghĩa 1.7. Một toán tử tuyến tính (A,D(A)) từ X vào Y được gọi

là bị chặn nếu tồn tại hằng số không âm C sao cho

‖Ax‖Y ≤ C‖x‖X , với ∀x ∈ D(A). (1.3)

Nếu không tồn tại hằng số C nào để (1.3) thỏa mãn, ta nói (A,D(A))

là toán tử tuyến tính không bị chặn.
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Ví dụ 1.1. Giả sử Ω ⊂ Rn là một miền bị chặn. Ta định nghĩa toán tử

tích phân K : L2(Ω)→ L2(Ω) xác định bởi

Ku =

∫
Ω

k(x, y)u(y)dy. (1.4)

ở đây k : Ω × Ω → C được gọi là hạt nhân của toán tử K. Ta giả thiết

rằng k1 := sup
x∈Ω

∫
Ω

|k(x, y)|dy < ∞, k2 := sup
y∈Ω

∫
Ω

|k(x, y)|dx < ∞. Khi đó

K là toán tử tuyến tính bị chặn.

Thật vậy, áp dụng bất đẳng thức Hölder, ta có

‖Ku‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

(∫
Ω

k(x, y)u(y)dy
)2

dx

≤
∫
Ω

(∫
Ω

√
|k(x, y)|

√
|k(x, y)|u(y)dy

)2

dx

≤
∫
Ω

(∫
Ω

|k(x, y))|dy
)(∫

Ω

|k(x, y)| |u(y)|2dy
)
dx

≤ k1k2‖u‖2
L2(Ω).

Chuẩn của toán tử tuyến tính bị chặn (A,D(A)), kí hiệu ‖A‖, là số không

âm nhỏ nhất C mà đối với nó (1.3) thỏa mãn. Ta có

‖A‖ = sup
x∈D(A)
‖x‖X 6=0

‖Ax‖Y
‖x‖X

= sup
x∈D(A)
‖x‖X=1

‖Ax‖Y . (1.5)

Ta ký hiệu L(X, Y ) là tập hợp các toán tử tuyến tính bị chặn từ X vào

Y. Trong trường hợp đặc biệt X = Y, ta ký hiệu L(X).

Định lý 1.8. L(X, Y ) cùng với chuẩn được xác định bởi hệ thức (1.5) là

không gian Banach.

Ta ký hiệu chuẩn trên không gian Banach L(X, Y ) là ‖ · ‖L(X,Y ).

Định nghĩa 1.8. Giả sử (D(A), A) là toán tử tuyến tính từ X vào Y. Ta

nói rằng toán tử A là compact nếu nó ánh xạ các tập bị chặn trong D(A)

thành các tập compact tương đối trong Y. Tức là, nếu Ω ⊂ D(A) là một

tập bị chặn bất kỳ, ta có A(Ω) ⊂ Y là compact.
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Định nghĩa 1.9. Đồ thị của một toán tử tuyến tính (A,D(A)) là tập hợp

các cặp sắp thứ tự

Γ(A) = {(x,Ax) : x ∈ D(A)} ⊂ X × Y. (1.6)

Định nghĩa 1.10. Ta nói rằng toán tử (A,D(A)) là đóng nếu đồ thị Γ(A)

của nó là đóng trong X × Y.

Bổ đề 1.5. Toán tử (A,D(A)) là đóng nếu và chỉ nếu nó có tính chất

sau: Với bất kỳ dãy {xn}∞n=1 ⊂ D(A) thỏa mãn xn → x và Axn → y khi

n→∞ thì x ∈ D(A) và Ax = y.

Ví dụ 1.2. (a) Cho X = Lp(Rd), 1 ≤ p ≤ ∞ và m : Rd → C là hàm đo

được. Ta định nghĩa toán tử A xác định bởi hệ thức Af = mf với miền

xác định D(A) = {f ∈ X : mf ∈ X}. Khi đó A là toán tử tuyến tính

đóng. Thực vậy, lấy dãy {fn}∞n=1 ⊂ D(A) và f, g ∈ X sao cho fn → f và

Afn = mfn → g trong X khi n→∞. Suy ra tồn tại dãy cho {nj}∞j=1 ⊆ N
sao cho fnj(x) → f(x) và m(x)fnj(x) → g(x) với hầu khắp x ∈ Rd khi

j →∞. Do đó mf = g trong Lp(Rd) và ta thu được f ∈ D(A) và Af = g.

(b) Cho X = L1([0, 1]), Y = C và Af = f(0) với D(A) = C([0, 1]).

Khi đó A không là toán tử tuyến tính đóng. Thật vậy, ta xét dãy hàm

{fn}∞n=1 ⊆ D(A) xác định bởi

fn(t) =

1− nt, 0 ≤ t ≤ 1
n ,

0, 1
n < t ≤ 1,

với mọi n ∈ N. Khi đó ‖fn‖L1([0,1]) = 1
2n → 0 khi n → ∞ nhưng Afn =

fn(0) = 1.

Định nghĩa 1.11. Cho X là không gian Banach phức. Cho (A,D(A))

là một toán tử từ X và X. Với bất kỳ λ ∈ C, ta định nghĩa toán tử

(Aλ,D(A)) như sau

Aλ := A− λI, (1.7)

ở đây I là toán tử đồng nhất trên X. Nếu Aλ có ánh xạ ngược là Rλ(A) =

(A − λI)−1 (tức là Aλ là tương ứng 1 − 1 trên X), ta nói Rλ(A) là giải

thức của A. Cho
(
D(A), A

)
là toán tử tuyến tính từ X vào chính nó. Khi

đó mặt phẳng phức C được phân tích thành hai tập hợp sau:
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(a) Tập giải thức của toán tử A là tập hợp

ρ(A) := {λ ∈ C : Rλ(A) tồn tại, bị chặn}.

Giả sử ρ(A) 6= ∅, thì mỗi phần tử λ ∈ ρ(A) được gọi là giá trị chính

quy của toán tử A.

(b) Phổ của toán tử A là σ(A) = C \ ρ(A).

Trong trường hợp đặc biệt, tập phổ điểm σp(A) = {λ ∈ σ(A)} ứng với

Rλ(A) không tồn tại, thì mỗi phần tử λ ∈ σp(A) được gọi là giá trị riêng

của A. Nếu λ ∈ σp(A), các phần tử x ∈ N (Aλ) = {y ∈ X : Aλy = 0}
được gọi là các vectơ riêng của A.

Định lý 1.9 (Định lý Hilbert-Schmidt). Cho H là không gian Hilbert và

cho A ∈ L(H) là toán tử compact, tự liên hợp. Khi đó tồn tại một dãy

các giá trị riêng thực khác không {λi}Ni=1 với N là số chiều của A sao cho

|λi| là đơn điệu giảm và nếu N = ∞ thì lim
n→∞

λn = 0. Hơn nữa, nếu mỗi

giá trị riêng của A bội được lặp lại trong dãy giá trị riêng thì tồn tại một

cơ sở trực chuẩn {φi}Ni=1 các hàm riêng tương ứng, tức là Aφi = λiφi.

Ngoài ra, {φi}Ni=1 là cơ sở trực chuẩn của R(A) và A có thể biểu diễn bởi

Au =
N∑
i=1

λi(φi, u)φi.

1.4. Một số bổ đề nhúng trong miền có cạnh, bài toán Dirichlet đối với

phương trình elliptic cấp hai trong miền đa diện

1.4.1. Một số bổ đề nhúng trong miền có cạnh

Giả sử Ω là một miền có cạnh bị chặn trong Rn (n > 2) với biên ∂Ω

bao gồm hai mặt Γ1,Γ2 giao nhau theo đa tạp l0. Áp dụng chứng minh

[60, Bổ đề 2.1.3, Bổ đề 2.1.1], ta có hai bổ đề sau:

Bổ đề 1.6. Nếu u ∈ Hk
a (Ω) và k ≥ a+

n

2
thì u ∈ L∞(Ω) và

‖u‖L∞(Ω) ≤ C‖u‖Hk
a (Ω), (1.8)

ở đây C là hằng số dương độc lập với u.
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Chứng minh. Cho B(x) là hình cầu có tâm x, bán kính r =
|x′|
2
, |x′|2 =

x2
1 + x2

2. Nếu x ∈ Ω, r = 1, khi đó theo định lý nhúng Sobolev, ta có bất

đẳng thức

‖u‖L∞(Ω) ≤ C‖u‖Hk(Ω∩B(x)). (1.9)

Do đó |u(x)| ≤ C‖u‖Hk(Ω∩B(x)), với mọi u ∈ Hk
a (Ω). Bây giờ, với x ∈ Ω

và r = r(x) = |x′|. Thay thế y = r−1x và v(x) = u(rx), ta thu được

|u(x)|2 = |v(y)|2 ≤ C‖v‖2
Hk(Ω∩B(y))

= C
∑
|α|≤k

r2|α|−n‖Dαu‖2
L2(Ω∩B(x)). (1.10)

Từ
r

2
< r(ξ) <

3r

2
với ξ ∈ B(x), ta thu được |u(x)|2 ≤ Cr2(k−a)−n‖u‖2

Hk
a (Ω).

Do đó u ∈ L∞(Ω) và (1.8) được chứng minh.

Bổ đề 1.7. Cho 1 < p ≤ q <∞, l− n
p
> k− n

q
và δ− l+ n

p
= γ−k+

n

q
.

Khi đó không gian V l,p
δ (Ω) được nhúng liên tục vào V k,q

γ (Ω).

Chứng minh. Với mỗi x ∈ Ω, ta ký hiệu |x′|2 = x2
1 + x2

2. Ta gọi Ωj là tập

hợp tất cả các phần tử x ∈ Ω sao cho 2−j < |x′| < 2−j+1. Bởi W l,p(Ω0)

nhúng liên tục vào W k,q(Ω0), nên đánh giá∑
|α|≤k

∫
Ω0

|Dα
xv(x)|qdx ≤ C

(∑
|α|≤l

∫
Ω0

|Dα
xv(x)|pdx

) q
p

(1.11)

thỏa mãn với tất cả v ∈ W l,p(Ω0). Nhân cả hai vế của bất đẳng thức (1.11)

với 2−qj(δ−l+
3
p ), sau đó thay thế x = 2jy, ta thu được∑

|α|≤k

∫
Ωj

|y′|q(γ−k+|α|)|Dα
y u(y)|qdy

≤ C
(∑
|α|≤l

∫
Ωj

|y′|p(δ−l+|α|)|Dα
y u(y)|pdy

) q
p

, (1.12)

ở đây u(y) = v(2jy), hằng số C độc lập với u và j.
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Từ (1.12), ta lấy tổng tất cả theo j, ta thu được bất đẳng thức

‖u‖q
V k,qγ (Ω)

≤ C‖u‖p
V l,pδ (Ω)

. (1.13)

Điều này đưa đến kết luận của Bổ đề.

1.4.2. Bài toán Dirichlet đối với phương trình elliptic cấp hai trong

miền đa diện

Tổng quát, Giả sử Ω là miền đa diện trong Rn, n > 2. Trong công

trình [48], V. A. Kondratiev đã xét bài toán Dirichlet đối với phương trình

elliptic cấp hai L(x,D)u = f(x), x ∈ Ω,

u
∣∣
∂Ω

= 0
(1.14)

trong miền Ω và có kết quả được phát biểu trong định lý dưới đây.

Định lý 1.10. Giả sử f ∈ Hk
α(Ω), α ∈ [0, 1], α = const, πω > k + 1 − α.

Khi đó nghiệm yếu u ∈ H̊1(Ω) của bài toán (1.14) thuộc Hk+2
α (Ω) và

‖u‖Hk+2
α (Ω) ≤ C

(
‖f‖Hk

α(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
,

trong đó C là hằng số độc lập với f và u.

Định lý 1.10 là công cụ hữu ích giúp chúng tôi khẳng định được tính

trơn của nghiệm theo biến thời gian của bài toán Dirichlet-Cauchy đối với

phương trình hyperbolic cấp hai trong miền có cạnh.

1.5. Một số bổ đề nhúng và bài toán Dirichlet đối với phương trình

elliptic mạnh trong miền nón có cạnh

1.5.1. Miền nón có cạnh

Trong R3, ta xét các nửa đường thẳng Mk, k = 1, · · · , d xuất phát

từ gốc 0 và các mặt Γ1 chứa M1,M2, · · · , mặt Γd−1 chứa Md−1,Md và

mặt Γd chứa Md,M1 đều là nhẵn (lớp C∞). Ta gọi S2 là hình cầu đơn

vị có tâm tại gốc 0 và Ω là miền kiểu đa giác nằm trên S2, có cạnh

γk = Γk ∩ S2, k = 1, · · · , d. Ta xác định nón bị chặn K có các mặt Γk,Ω,
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các cạnh Mk và đỉnh tại gốc 0 như sau:

K =
{
x ∈ R3 :

x

|x|
∈ Ω

}
.

1.5.2. Một số bổ đề nhúng

Chúng ta có các nhúng liên tục trong các không gian Sobolev có trọng

xác định trên nón K, các nhúng này được phát biểu trong các Bổ đề 3.1.3,

Bổ đề 3.1.4 và Bổ đề 3.1.6 trong [60].

Bổ đề 1.8. Cho l, l′ là các số nguyên không âm bất kỳ, β, β′ ∈ R, δ =

(δ1, · · · , δd), δ′ = (δ′1, · · · , δ′d) là hai bộ d−số thực thuộc Rd và 1 < p ≤ q <

∞ thỏa mãn l− 3
p > l′− 3

q , β− l+
3
p = β′− l′+ 3

q , δk− l+
3
p ≤ δ′k− l′+ 3

q với

k = 1, · · · , d. Khi đó không gian V l,p
β,δ(K) được nhúng liên tục vào không

gian V l′,q
β′,δ′(K).

Bổ đề 1.9. Cho 1 < p < ∞, l > 3
p là số nguyên không âm, β ∈ R, δ =

(δ1, · · · , δk) ∈ Rd. Khi đó với mỗi u ∈ V l,p
β,δ(K), ta có∥∥∥ρβ−l+ 3

p

d∏
k=1

(rk
ρ

)δk−l+ 3
p

u
∥∥∥
L∞(K)

≤ C‖u‖V l,pβ,δ(K). (1.15)

Ở đây C là hằng số độc lập với u.

Bổ đề 1.10. Không gian W̊ l,p(K) nhúng liên tục liên tục vào trong không

gian V̊ l,p
0,0 (K).

Từ Bổ đề 1.8 và Bổ đề 1.10, đối với mỗi β, δk ∈ [−m,m], k = 1, 2, · · · , d,
ta có các nhúng Hm(K) ↪→ V m

0,0(K) ↪→ V 0
β,δ(K); V m

0,0(K) ↪→ V 0
−β,−δ(K);

V 0
β,δ(K) ↪→ V −m0,0 (K), ở đây V −m0,0 (K) là không gian đối ngẫu của V m

0,0(K).

1.5.3. Bài toán Dirichlet đối với hệ elliptic mạnh trong miền nón có

cạnh

Trên nón bị chặn K ⊂ R3, ta xét bài toán sau:
Lu = F trên K,
∂ku

∂νk

∣∣∣
Γj

= 0 với j = 1, · · · , d,
(1.16)
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ở đây L là toán tử vi phân elliptic mạnh cấp 2m với hệ số biến thiên trong

K và k = 0, 1, · · · ,m− 1.

Ta giới thiệu ở đây các toán tử pencil được sinh bởi bài toán Dirichlet

đối với phương trình elliptic trong nón đa diện K, (xem [60, Chương 3]).

Gọi Mk, (k = 1, · · · , d) là một cạnh nào đó của K, gọi Γk+,Γk− tương ứng

là hai mặt có chung bờ là Mk. Ta ký hiệu Dk là nhị diện mà nó bị chặn

bởi 2 nửa mặt phẳng Γ0
k+

và Γ0
k−

cùng tiếp xúc tương ứng với Γk+,Γk− tại

Mk. Kí hiệu θk là góc phẳng của nhị diện Dk. Gọi r, ϕ là tọa độ cực trong

mặt phẳng trực giao với Mk thỏa mãn

Γ0
k±

=
{
x ∈ R3 : r > 0, ϕ = ±θk

2

}
.

Với t ∈ [0, T ] cố định, ta xác định toán tử Ak(λ, t) cho bởi

Ak(λ, t)u = r2−λL0(0, t, D)(rλu),

ở đây L0(0, t, D)u =
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(0, t)

∂u

∂xj
(0, t)

)
, u(x) = rλu(ϕ), λ ∈ R.

Toán tử Ak(λ, t) xác định ánh xạ liên tục từW 2
2 (Ik)∩W̊ 2

2 (Ik) vào L2(Ik),

với λ ∈ R, ở đây Ik là khoảng
(
− θk

2 ,
θk
2

)
.Một số thực λ0 được gọi là giá trị

riêng của Ak(λ, t) nếu tồn tại phần tử khác không u ∈ W 2
2 (Ik) ∩ W̊ 2

2 (Ik)

sao cho Ak(λ0, t)u = 0. Ký hiệu δ
(k)
+ (t) và δ

(k)
− (t) là các số thực tốt nhất

sao cho dải số thực 1 − δ(k)
− (t) < λ < 1 + δ

(k)
+ (t) không chứa giá trị riêng

của Ak(λ, t). Hơn nữa, ta định nghĩa δ
(k)
± = inf

t∈[0,T ]
δ

(k)
± (t), k = 1, · · · , d.

Xét hệ tọa độ cầu xác định bởi các thành phần ρ = |x|, ω = x
|x| trong

K. Ta định nghĩa toán tử U(λ, t)u = ρ2−λL0(0, t, D)(ρλu), ở đây u(x) =

ρλu(ω). Ta thấy rằng U(λ, t) xác định một ánh xạ liên tục từ W 2
2 (Ik) ∩

W̊ 2
2 (Ik) vào L2(Ik). Một giá riêng của U(λ, t) là số thực λ0 sao cho tồn tại

phần tử khác không u ∈ W 2
2 (Ik) ∩ W̊ 2

2 (Ik) để U(λ0, t)u = 0.

Từ Hệ quả 4.1.10 và Định lý 4.1.11 trong [60], ta có bổ đề sau:

Bổ đề 1.11. Cho u ∈ V l
β,δ(K) là nghiệm của bài toán (1.16), ở đây

F ∈ V l−2
β,δ (K) ∩ V l′−2

β′,δ′ (K), l ≥ 2, l′ ≥ 2.
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Giả thiết rằng dải số thực đóng nằm giữa các đường thẳng λ = l−β− 3
2 và

λ = l′ − β′ − 3
2 không chứa các giá trị riêng của toán tử U(λ, t), t ∈ [0, T ]

và các thành phần của δ, δ′ thỏa mãn bất đẳng thức

−δ(k)
+ < δk − l + 1 < δ

(k)
− , −δ(k)

+ < δ′k − l′ + 1 < δ
(k)
− .

Khi đó u ∈ V l′

β′,δ′(K) và ‖u‖2
V l
′
β′,δ′(K)

≤ C‖F‖2
V l
′−2
β′,δ′ (K)

, ở đây C là hằng số

độc lập với u và F.

1.6. Một số kiến thức căn bản về lí thuyết nửa nhóm các toán tử tuyến

tính bị chặn

Trong mục này, ta nhắc lại một số kiến thức căn bản về định nghĩa nửa

nhóm, các nửa nhóm đặc biệt và tính chất tương ứng (xem [56, 18]). Cho

(X, ‖ · ‖X) là không gian Banach thực, L(X) là tập hợp các toán tử tuyến

tính bị chặn từ X vào X với chuẩn ‖T‖L(X) = sup
‖x‖X≤1

‖Tx‖X , T ∈ L(X).

Định nghĩa 1.12. Một họ {S(t)}t≥0 trong L(X) được gọi là nửa nhóm

của các toán tử tuyến tính trên X nếu hai điều kiện sau thỏa mãn

(i) S(0) = I, I là toán tử đồng nhất trên X.

(ii) S(t+ s) = S(t)S(s), ∀ t, s ≥ 0.

Để ngắn gọn, thay vì gọi {S(t)}t≥0 là nửa nhóm của các toán tử tuyến

tính trên X, ta gọi {S(t)}t≥0 là nửa nhóm.

Định nghĩa 1.13. Giả sử {S(t)}t≥0 là một nửa nhóm. Toán tử A :

D(A) ⊂ X → X, xác định bởi D(A) =
{
x ∈ X : lim

t↓0

S(t)x− x
t

tồn tại
}

và Ax = lim
t↓0

S(t)x− x
t

được gọi là phần tử sinh của nửa nhóm {S(t)}t≥0.

Định nghĩa 1.14. Nửa nhóm {S(t)}t≥0 được gọi là C0−nửa nhóm nếu

với mọi x ∈ X, ta có lim
t↓0

S(t)x = x.

Định lý 1.11. Giả sử {S(t)}t≥0 là C0−nửa nhóm, khi đó tồn tại M ≥ 1

và ω ∈ R sao cho ‖S(t)‖L(X) ≤Meωt, ∀ t ≥ 0.
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Định nghĩa 1.15. Một C0−nửa nhóm {S(t)}t≥0 được gọi là co nếu với

mọi t ≥ 0, ta có ‖S(t)‖L(X) ≤ 1.

Định lý 1.12 (Định lý Hille-Yosida). Toán tử tuyến tính A : D(A) ⊆
X → X là toán tử sinh của C0−nửa nhóm co {S(t)}t≥0 nếu và chỉ nếu

hai điều kiện sau đều thỏa mãn

(i) A xác định trù mật và đóng, tức là D(A) trù mật trong X và A là

toán tử tuyến tính đóng.

(ii) (0,+∞) ⊆ ρ(A) và với mỗi λ > 0, ‖Rλ(A)‖L(X) ≤
1

λ
.

Định nghĩa 1.16. Nửa nhóm {S(t)}t≥0 được gọi là nửa nhóm liên tục

mạnh nếu với mỗi x ∈ X, ánh xạ ξx : [0,∞) → X, ξx(t) = S(t)x liên

tục.

Mệnh đề 1.2. Giả sử {S(t)}t≥0 là nửa nhóm trên không gian Banach

(X, ‖ · ‖X). Khi đó các điều kiện sau là tương đương

(a) {S(t)}t≥0 là nửa nhóm liên tục mạnh.

(b) lim
t↓0

S(t)x = x, với tất cả x ∈ X.

(c) Tồn tại các số T > 0,M ≥ 1 và tập con trù mật D ⊂ X thỏa mãn

(i) ‖S(t)‖L(x) ≤M, với ∀t ∈ [0, T ].

(ii) lim
t↓0

S(t)x = x, với tất cả x ∈ D.

Từ Mệnh đề 1.2, nếu {S(t)}t≥0 là nửa nhóm liên tục mạnh thì nó là

C0−nửa nhóm.

Định nghĩa 1.17. Nửa nhóm liên tục mạnh {S(t)}t≥0 được gọi là liên tục

chuẩn nếu ánh xạ từ (0,+∞)→ L(X), t 7→ S(t) là liên tục.

Định nghĩa 1.18. Nửa nhóm {S(t)}t≥0 trên không gian Banach X được

gọi là ổn định mũ nếu tồn tại các hằng số δ > 0,M ≥ 1 sao cho với mọi

t ≥ 0, ‖S(t)‖L(X) ≤Me−δt.

Định nghĩa 1.19. Một C0−nửa nhóm {S(t)}t≥0 là compact nếu đối với

mỗi t > 0, S(t) là toán tử compact.
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Định lý 1.13. Cho {S(t)}t≥0 là nửa nhóm liên tục mạnh. Khi đó các tính

chất sau là tương đương

(i) {S(t)}t≥0 là compact.

(ii) {S(t)}t≥0 là liên tục chuẩn và toán tử sinh của nó có giải thức com-

pact.

Giả sử X là không gian Banach, cho A : D(A) ⊆ X → X là C−toán
tử tuyến tính sinh ra C0−nửa nhóm co {S(t)}t≥0. Với mỗi 0 < θ ≤ π, ta

định nghĩa quạt (xem [56]) Cθ = {z ∈ C : −θ < arg z < θ}. Rõ ràng

Cθ = {z ∈ C : −θ ≤ arg z ≤ θ} ∪ {0}.

Hàm f(z) được gọi là hàm giải tích trong miền R của mặt phẳng phức

nếu f(z) là hàm đơn trị và có đạo hàm tại mọi điểm thuộc R.

Định nghĩa 1.20. Ta nói rằng C0−nửa nhóm {S(t)}t≥0 là giải tích, nếu

tồn tại 0 < θ ≤ π và ánh xạ S̃ : Cθ → L(X) sao cho

(i) S(t) = S̃(t) với mỗi t ≥ 0;

(ii) S̃(z1 + z2) = S̃(z1)S̃(z2) với mọi z1, z2 ∈ Cθ;

(iii) lim
z∈Cθ,z→0

S̃(z)x = x với mỗi x ∈ X;

(iv) ánh xạ z → S̃(z) là giải tích từ Cθ vào L(X).

Định nghĩa 1.21. Nửa nhóm liên tục mạnh {S(t)}t≥0 trên không gian

Banach X được gọi là khả vi nếu với mọi x ∈ X, ánh xạ

ξx : (0,+∞)→ X, t 7→ S(t)x

là khả vi tại mọi điểm t ∈ (0,+∞).

Định lý 1.14. Cho A : D(A) ⊆ X → X là một C−toán tử tuyến tính

sinh ra C0−nửa nhóm co {S(t)}t≥0. Nếu 0 ∈ ρ(A) thì các mệnh đề sau là

tương đương

(i) Nửa nhóm {S(t)}t≥0 là nửa nhóm giải tích và bị chặn đều.



33

(ii) Tập hợp {λ ∈ C : Reλ > 0} ⊆ ρ(A) và tồn tại hằng số C > 0 sao

cho với mỗi λ ∈ C,Reλ > 0 và Imλ 6= 0, ta có ‖Rλ(A)‖L(X) ≤ C

|Imλ|
.

(iii) Tồn tại δ ∈
(
0, π2
)
và M > 0 sao cho Cπ

2 +δ ⊆ ρ(A) và với mỗi

λ ∈ Cπ
2 +δ, ta có ‖Rλ(A)‖L(X) ≤ M

|λ| .

(iv) Nửa nhóm {S(t)}t≥0 khả vi với mỗi t > 0 và tồn tại hằng số C > 0

sao cho ‖S ′(t)‖L(X) ≤ C
t với mỗi t > 0.

Hệ quả 1.1. Giả sử H là không gian Hilbert phức. Khi đó nếu A : D(A) ⊂
H → H là toán tử tự liên hợp và sinh ra C0−nửa nhóm co {S(t)}t≥0 thì

{S(t)}t≥0 là nửa nhóm giải tích trên H.

Nhận xét 1.1. [[18], trang 119] Giả sử {S(t)}t≥0 là nửa nhóm liên tục
mạnh (tức là C0 nửa nhóm) trên không gian Banach X. Khi đó

(i) Nếu {S(t)}t≥0 là giải tích thì nó là khả vi và do đó nó là liên tục
chuẩn.

(ii) Nếu {S(t)}t≥0 là nửa nhóm compact thì nó là liên tục chuẩn.

Ta minh họa phần tử sinh, nửa nhóm giải tích, compact, khả vi, liên

tục chuẩn trong ví dụ sau:

Ví dụ 1.3. Giả sử Ω ⊂ Rn là miền bị chặn với biên ∂Ω đủ trơn. Cho

X = L2(Ω), ta xét toán tử A = −∆ có miền xác định D(A) = H̊1(Ω) ∩
H2(Ω) ⊂ L2(Ω). Khi đó −A sinh ra C0−nửa nhóm giải tích, compact

{T (t)}t≥0 trên X.

Chứng minh. a. Trước hết ta chứng minh −A sinh ra C0−nửa nhóm co

trênX = L2(Ω). Từ kết quả C∞0 (Ω) trù mật trong L2(Ω) và C∞0 (Ω) nhúng

liên tục vào D(−A), kéo theo −A xác định trù mật.

Với mỗi λ > 0, ta xét bài toánλu(x)−∆u(x) = f(x),

u|∂Ω = 0,
(1.17)
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ở đây u ∈ D(−A) là hàm chưa biết, f ∈ L2(Ω) đã cho. Hàm u ∈ H1(Ω)

được gọi là nghiệm yếu của (1.17) nếu và chỉ nếu u ∈ H̊1(Ω) và∫
Ω

(λuv +∇u∇v)dx =

∫
Ω

fvdx, ∀v ∈ H̊1(Ω). (1.18)

Đặt B[u, v] = λ
∫
Ω

uvdx+
∫
Ω

∇u∇vdx. Khi đó với mọi u, v ∈ H̊1(Ω) thì

∣∣B[u, v]
∣∣ ≤ |λ| ∫

Ω

|uv|dx+

∫
Ω

|∇u∇v|dx.

Áp dụng bất đẳng thức Hölder, ta có
∣∣B[u, v]

∣∣ ≤ C‖u‖H̊1(Ω)‖v‖H̊1(Ω).

Thêm nữa, với mọi u ∈ H̊1(Ω) thì B[u, u] =≥ C‖u‖2
H̊1(Ω)

. Áp dụng định

lý Lax-Milgram, phương trình (1.18) có duy nhất nghiệm u ∈ H̊1(Ω). Theo

định lý về tính chính quy của nghiệm của bài toán thì u ∈ H2(Ω). Do đó

u ∈ D(−A) = H̊1(Ω)∩H2(Ω). Điều này chứng tỏ rằng với mỗi f ∈ L2(Ω)

thì bài toán (1.17) có nghiệm duy nhất u ∈ D(−A).

Tiếp theo, nếu u là nghiệm của (1.17). Thay v := u vào (1.18), ta được

λ

∫
Ω

|u|2dx+

∫
Ω

|∇u|2dx =

∫
Ω

fudx ≤ ‖f‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω).

Do đó với với mọi λ > 0 thì ‖u‖L2(Ω) ≤ 1
λ‖f‖L2(Ω).

Theo chứng minh trên, với mỗi f ∈ L2(Ω), tồn tại duy nhất u ∈
D(−A) thỏa mãn (λI − ∆)u = f với mọi λ > 0 tương đương với

u = (λI − ∆)−1f = Rλ(∆)f. Điều này cho thấy (0,+∞) ⊆ ρ(−A),

thêm nữa ‖Rλ(−A)‖L(X) ≤
1

λ
với mọi λ > 0. Do đó Rλ(−A) là toán

tử liên tục và kéo theo Rλ(−A) ∈ L(L2(Ω)). Vậy Rλ(−A) là toán tử

tuyến tính đóng. Điều này đưa đến −A là toán tử tuyến tính đóng. Áp

dụng Định lý Hille-Yosida, ta thu được −A sinh ra C0−nửa nhóm co trên

X = L2(Ω).

b. Tiếp theo, với mọi u, v ∈ D(∆), ta có

(∆u, v) =

∫
Ω

∆uvdx = −
∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

u∆vdx = (u,∆v)
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Do đó ∆ là toán tử tự liên hợp trên X = L2(Ω). Áp dụng Hệ quả 1.1, ta

thu được −A = ∆ sinh ra C0−nửa nhóm giải tích trên X = L2(Ω).

c. Theo chứng minh trên thì −A = ∆ sinh ra C0−nửa nhóm giải tích

{T (t)}t≥0 trên X = L2(Ω). Áp dụng Định lý 7.2.5 trong [56], ta thu được

toán tử ∆ sinh ra C0−nửa nhóm compact trong L2(Ω). Bởi Nhận xét 1.1

thì −A = ∆ sinh ra C0−nửa nhóm liên tục chuẩn trên X = L2(Ω).

1.7. Một số kiến thức căn bản về độ đo không compact và ánh xạ nén

Giả sử E là một không gian Banach. Ta ký hiệu Pb(E) là tập hợp các

tập con bị chặn khác rỗng của E.

Định nghĩa 1.22 ([45]). Một hàm Φ : Pb(E)→ [0,+∞) được gọi là độ

đo không compact (MNC) trong E nếu Φ(coΩ) = Φ(Ω), ∀Ω ∈ Pb(E), ở

đây coΩ là bao đóng của bao lồi của Ω. MNC Φ trong E được gọi là

(i) đơn điệu nếu với ∀Ω1,Ω2 ∈ Pb(E), Ω1 ⊂ Ω2 thì Φ(Ω1) ≤ Φ(Ω2);

(ii) không kỳ dị nếu Φ({a}∪Ω) = Φ(Ω) với ∀ a ∈ E và với ∀Ω ∈ Pb(E);

(iii) bất biến đối với hợp của tập compact K ⊂ E và Ω ∈ Pb(E), tức là

Φ(K ∪ Ω) = Φ(Ω);

(iv) nửa tuyến tính đại số nếu Φ(Ω1 + Ω2) ≤ Φ(Ω1) + Φ(Ω2) với bất kỳ

Ω1,Ω2 ∈ Pb(E);

(v) chính quy nếu Φ(Ω) = 0 tương đương tính compact tương đối của Ω.

MNC Hausdorff χ(·) là độ đo MNC quan trọng, nó được xác định bởi

χ(Ω) = inf{ε > 0 : Ω có một ε− lưới hữu hạn} (1.19)

với Ω ∈ Pb(E).

Dựa vào MNC Hausdorff χ trên E, ta thể định nghĩa MNC theo dãy χ̃◦

xác định bởi χ̃◦ = sup{χ(D) : D ∈ ∆(Ω)}, ở đây ∆(Ω) là tập hợp của

tất cả các tập con của Ω mà có thể đếm được nhiều nhất (xem [4, Mục

1.4.3]). Với tất cả các tập bị chặn Ω ⊂ E, ta có 1
2χ(Ω) ≤ χ̃◦(Ω) ≤ χ(Ω)

(xem [4, Mục 1.4.5]). Khi đó mệnh đề sau là hiển nhiên.
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Mệnh đề 1.3. Cho χ là MNC Hausdorff trên không gian Banach E. Với

tập con Ω ∈ Pb(E) nào đó, khi đó với bất kỳ ε > 0 luôn tồn tại dãy

{xn}∞n=1 ⊂ Ω sao cho χ(Ω) ≤ 2χ({xn}∞n=1) + ε.

Cho C
(
[0, T ];X

)
là không gian Banach gồm tất cả các hàm liên tục xác

định trên đoạn [0, T ] có giá trị trên X, với chuẩn ‖u‖C = sup
t∈[0,T ]

‖u(t)‖X ,

u ∈ C(0, T ;X). Ta biết rằng, khi X = Rn, độ đo MNC Hausdorff trên

C
(
[0, T ];Rn

)
được cho bởi (xem [4, Ví dụ 2.11])

χT (D) =
1

2
lim
δ→0

sup
u∈D

max
t,s∈[0,T ],|t−s|<δ

‖u(t)− u(s)‖Rn, (1.20)

với D ⊂ C
(
[0, T ];Rn

)
. Độ đo (1.20) có thể được xem như là modulus

của các tập con đồng liên tục trong C
(
[σ, T ];Rn

)
. Nhưng nếu không gian

C
(
[σ, T ];X

)
, với X là không gian vô hạn chiều, thì độ đo không MNC

Hausdorff không có dạng (1.20). Tuy nhiên, nếu D ⊂ C
(
[0, T ];X

)
là tập

con đồng liên tục thì χT (D) = sup
t∈[0,T ]

χ
(
D(t)

)
. ở đây χ là độ đo MNC

Hausdorff trong X.

Xét không gian BC(R+;X) gồm tất cả các hàm liên tục bị chặn trên

[0,∞) và có giá trị trên X. Kí hiệu πT là toán tử hạn chế trên không gian

này, tức là πT (u) là giá trị mà u ∈ BC([0, T ];X). Khi đó

χ∞(D) = sup
T>0

χT
(
πT (D)

)
, D ⊂ B(R+;X),

là một MNC. Các độ đo sau đây (xem [8, 5]) cũng là MNC

dT (D) = sup
u∈D

sup
t≥T
‖u(t)‖X , d∞(D) = lim

T→∞
dT (D),

χ∗(D) = χ∞(D) + d∞(D). (1.21)

Chúng ta có đánh giá sau, có thể xem chứng minh trong [45].

Mệnh đề 1.4. Cho χ là MNC Hausdorff trên không gian Banach X. Nếu

dãy {un}∞n=1 ⊂ L1(0, T ;X) thỏa mãn ‖un(t)‖L2(0,T ;X) ≤ v(t) với mọi n và

hầu khắp t ∈ [0, T ], ở đây v ∈ L1(0, T ) là hàm không âm. Khi đó

χ
({ t∫

0

un(s)dx
})
≤ 2

t∫
0

χ
(
{un(t)}

)
ds (1.22)
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với t ∈ [0, T ].

Giả sử χ là MNC Hausdorff trên X. Với mỗi T ∈ L(X), ta định nghĩa

χ−chuẩn của T (xem [4]) như sau:

‖T‖χ = inf{k > 0 : χ(T (Ω)) ≤ k χ(Ω), Ω ∈ BX}.

Ta có đánh giá (xem trong [6]) ‖T‖χ ≤ ‖T‖L(X).

Ta nhắc lại nguyên lý điểm bất động đối với ánh xạ nén, nó sẽ được sử

dụng trong chương cuối.

Định nghĩa 1.23 ([4]). Cho µ là MNC trên không gian Banach E và

∅ 6= D ⊂ E. Ánh xạ liên tục F : D → E được gọi là ánh xạ nén ứng với

µ, nếu với ∀Ω ∈ Pb(D) sao cho µ(Ω) ≤ µ
(
F (Ω)

)
, kéo theo Ω là compact

tương đối. Ta nói F là µ−ánh xạ nén.

Định lý 1.15 ([45], Hệ quả 3.3.1). Cho D là một tập con lồi đóng bị chặn

của không gian Banach E và cho F : D → D là một µ−ánh xạ nén, ở

đây µ là MNC đơn điệu, không suy biến trên E. Khi đó

Fix(F ) = {x ∈ D : x = F (x)}

là tập compact khác rỗng.

Định lý 1.16 ([14]). Cho Ω là một tập con khác rỗng, bị chặn, đóng và

lồi của không gian Banach E và cho F : Ω→ Ω là ánh xạ liên tục sao cho

tồn tại hằng số k ∈ [0, 1) bất đẳng thức sau thỏa mãn µ(F (D)) ≤ kµ(D)

với bất kì ∅ 6= D ⊂ Ω thì F có điểm bất động trong tập Ω.

Ví dụ 1.4 ([4], Mục 1.1). Trong không gian C[a, b] bao gồm các hàm giá
trị thực liên tục trên đoạn [a, b] ⊂ R, giá trị của hàm tập χ trên một tập
bị chặn Ω được xác định bởi

χ(Ω) =
1

2
lim
δ→0

sup
x∈Ω

max
0≤τ≤δ

‖x− xτ‖, (1.23)

ở đây ‖ · ‖ là chuẩn trên C[a, b], xτ ký hiệu là τ−phân bổ của hàm x, xác
định như sau:

xτ(t) =

x(t+ τ), nếu a ≤ t ≤ b− τ,
x(b), nếu b− τ ≤ t ≤ b.
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Chứng minh. Ta chọn một số ε > 0 tùy ý và xây dựng [χ(Ω) + ε]−lưới
hữu hạn Q của tập bị chặn Ω trong C[a, b]. Cho x ∈ Ω, lấy y ∈ Q sao cho

‖x− y‖ ≤ χ(Ω) + ε. Lấy δ > 0 và τ ∈ [0, δ], khi đó

‖x− xτ‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − yτ‖+ ‖yτ − xτ‖
≤ ‖2‖x− y‖+ ‖y − yτ‖
≤ 2χ(Ω) + 2ε+ max

y∈Q
max
0≤τ≤δ

‖y − yτ‖.

Vì vậy sup
x∈Ω

max
0≤τδ
‖x− xτ‖ ≤ 2χ(Ω) + 2ε+ max

y∈Q
max
0≤τ≤δ

‖y − yτ‖. Cho δ → 0

và sử dụng tính đồng liên tục của họ hữu hạn các phần tử trong Q, ta thu

được lim
δ→0

sup
x∈Ω

max
0≤τδ
‖x− xτ‖ ≤ 2χ(Ω) + 2ε. Bởi ε là tùy ý, nên ta có

1

2
lim
δ→0

sup
x∈Ω

max
0≤τδ
‖x− xτ‖ ≤ χ(Ω). (1.24)

Bây giờ ta giả thiết rằng các hàm x ∈ Ω được mở rộng từ đoạn [a, b] tới

toàn bộ tập số thực R như sau:x(t) = x(a) nếu t ≤ a,

x(t) = x(b) nếu t ≥ b.

Ta định nghĩa toán tử Rh và Ph với h > 0, xác định bởi

(Rhx)(t) =
1

2

(
max{x(s) :

x ∈ [t− h, t+ h]}+ min{x(s) : s ∈ [t− h, t+ h]}
)
, (1.25)

(Phx)(t) =
1

2h

t+h∫
t−h

x(s)ds. (1.26)

Không quá khó để thấy rằng tập PhRh(Ω) là compact tương đối trong

C[a, b]. Khi đó ta có thể kết luận được rằng nó thiết lập một q2h
2 −lưới của

tập Ω, ở đây q2h = sup
x∈Ω

max
0≤τ≤δ

‖x− xτ‖. Ta thấy rằng

‖PhRhx− x‖ = max
a≤t≤b

∣∣∣ 1

2h

t+h∫
t−h

(Rhx)(s)ds− 1

2h

t+h∫
t−h

x(s)ds
∣∣∣
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≤ 1

2h
max
a≤t≤b

t+h∫
t−h

|(Rhx)(x)− x(s)|ds. (1.27)

Nếu |t− s| ≤ h, thì hiển nhiên ta có

min{x(τ) : τ ∈ [s− h, s+ h]} ≤ x(t) ≤ max{x(τ) : τ ∈ [s− h, s+ h]}.

Từ đó |(Rhx)(s)− x(s)| ≤ 1
2h max

0≤τ≤2h
‖x− xτ‖, suy ra |(Rhx)(s)− x(s)| ≤

q2h
2 . Từ kết quả này và từ (1.27), ta suy ra rằng χ(Ω) ≤ q2h

2 . Cho h → 0,

ta thu được

χ(Ω) ≤ 1

2
lim
δ→0

sup
x∈Ω

max
0≤τ≤δ

‖x− xτ‖. (1.28)

Từ (1.24) và (1.28) ta thu được điều phải chứng minh.

Ví dụ 1.5 ([2]). Cho toán tử F : Lp(RN) → Lp(RN), 1 ≤ p < ∞ xác

định bởi

F (u)(x) = f
(
x, u(x)

)
+

∫
RN

k(x, y)(Qu)(y)dy,

ở đó f, k và Q thỏa mãn các điều kiện sau:

(i) f : RN × RN → RN thỏa mãn điều kiện Carathéodory, tức là f(·, t)
là hàm đo được với bất kì t ∈ R và hàm f(x, ·) liên tục với hầu khắp

x ∈ RN , tồn tại hằng số λ ∈ [0, 1) và u ∈ Lp(RN) sao cho∣∣f(x, t)− f(y, s)
∣∣ ≤ |u(x)− u(y)|+ λ|t− s|,

với bất kỳ t, s ∈ R và với hầu hết x, y ∈ RN .

(ii) f(·, 0) ∈ Lp(RN).

(iii) k : RN × RN → R thỏa mãn điều kiện Carathéodory và tồn tại

g1, g2 ∈ Lp(RN), g ∈ Lq(RN)
(

1
p+ 1

q = 1
)
sao cho |k(x, y)| ≤ g(y)g1(x)

với tất cả x, y ∈ RN và∣∣k(x1, y)− k(x2, y)
∣∣ ≤ g(y)

∣∣g2(x1)− g2(x2)
∣∣, ∀x1, x2 ∈ RN .

(iv) Toán tử Q : Lp(RN)→ Lp(RN) và tồn tại hàm ψ : RN
+ → RN

+ không

giảm sao cho ‖Q(u)‖Lp(RN ) ≤ ψ
(
‖u‖Lp(RN )

)
với ∀u ∈ Lp(RN).
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(v) Tồn tại số thực dương r0 thỏa mãn bất đẳng thức

λr + ψ(r)‖K‖1 +
∥∥f(·, 0)

∥∥
Lp(RN )

≤ r

ở đây

K(u)(t) =

∫
RN

k(x, y)u(y)dy

và ‖K‖1 = sup{‖Ku‖Lp(RN ) : ‖u‖Lp(RN ) ≤ 1}.

Bây giờ ta xác định độ đo ω0 (xem [2, Định lý 2.2]).

Cho 1 ≤ p < ∞ và Ω ⊂ Lp(RN) bị chặn. Khi đó với mọi x ∈ Ω và

ε > 0, ta đặt

ωT (x, ε) = sup{‖τhx− x‖Lp(BT ) : ‖h‖RN < ε},
ωT (Ω, ε) = sup{ωT (x, ε) : x ∈ Ω},
ωT (Ω) = lim

ε→0
ωT (Ω, ε), ω(Ω) = lim

T→∞
ωT (Ω),

d(Ω) = lim
T→∞

sup{‖x‖Lp(RN\BT ) : x ∈ Ω},

ở đây τhf(x) = f(x + h), f ∈ Ω với tất cả x, h ∈ RN ;BT = {x ∈ RN :

‖x‖RN ≤ T}. Khi đó ω0 : Pb(Lp(RN))→ R xác định bởi

ω0(Ω) = ω(Ω) + d(Ω)

là một độ đo MNC trên Lp(RN). Hơn nữa, ω0 là chính quy (xem [2, Định

lý 2.3]). Ứng với độ đo ω0 thì F có điểm bất động trong Lp(RN) (xem [2,

Định lý 3.2]).
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Chương 2

BÀI TOÁN BIÊN BAN ĐẦU ĐỐI VỚI PHƯƠNG TRÌNH

HYPERBOLIC NỬA TUYẾN TÍNH TRONG TRỤ KHÔNG TRƠN

Trong chương này, chúng tôi sử dụng phương pháp xấp xỉ Galerkin và

các định lí nhúng trong các không gian Sobolev để khẳng định sự tồn

tại duy nhất nghiệm yếu toàn cục của bài toán giá trị biên ban đầu thứ

nhất đối với phương trình hyperbolic nửa tuyến tính bậc cao trong các

trụ không trơn tổng quát. Kết quả đạt được thể hiện qua việc giải quyết

được mức độ phức tạp của lớp các hàm phi tuyến đóng vai trò thành phần

nhiễu được xét trong phương trình của bài toán.

2.1. Thiết lập bài toán

Giả sử Ω ⊂ Rn (n ≥ 2) là miền bị chặn có biên ∂Ω không trơn, ta kí

hiệu hình trụ hữu hạn QT = Ω×(0, T ) có ST = ∂Ω×(0, T ), 0 < T < +∞
và hình trụ vô hạn Q = Ω× (0,∞) có S = ∂Ω× (0,+∞). Trên Q, chúng

ta xét toán tử vi phân L có dạng

Lu =
∑

0≤|α|,|β|≤m

Dα
(
aαβ(x, t)Dβu

)
, (x, t) ∈ Q, (2.1)

ở đó aαβ ∈ C1(Q), |α|, |β| = 0, 1, · · · ,m và

aαβ(x, t) = (−1)|α|+|β|aβα(x, t), |α|, |β| = 0, 1, · · · ,m, (x, t) ∈ Q.

Ta luôn giả thiết rằng tồn tại hằng số dương θ sao cho

B[u, u; t] = (−1)m
∫
Ω

∑
|α|,|β|≤m

(−1)|α|aαβ(x, t)DαuDβu ≥ θ‖u‖2
H̊m(Ω)

(2.2)

thỏa mãn với mọi u ∈ H̊m(Ω) và với ∀t ∈ [0,+∞).
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Chúng ta xét bài toán sau:

utt + (−1)mLu+ F (x, t, u,Du, · · · , D2m−2u) = h, (x, t) ∈ Q, (2.3)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω, (2.4)

∂ju

∂νj

∣∣∣
S

= 0, j = 0, 1, · · · ,m− 1, (2.5)

ở đó
∂j

∂νj
ký hiệu đạo hàm riêng cấp j theo vectơ đơn vị hướng ra ngoài

S. Hàm h : Q→ R là hàm đã cho, hàm phi tuyến tổng quát F có dạng

F =
∑

0≤|α|≤m−1

(−1)|α|DαFα(x, t, u,Du, · · · , Dm−1u), (x, t) ∈ Q

trong đó tồn tại hàm A = A(x, t, vα, |α| ≤ m− 1) sao cho Fα =
∂A

∂vα
liên

tục trên Q và thỏa mãn các điều kiện sau:

|Fα(x, t, v0, v1, · · · , vm−1)| ≤ C
(

1 +
∑

|α|≤m−1

|vα|p+1
)
, (2.6)

với tất cả t ∈ [0,+∞), x ∈ Ω;

|Fα(x, t, v0, v1, · · · , vm−1)− Fα(x, t, w0, w1, · · · , wm−1)|
≤ C

∑
|α|≤m−1

(
1 + |vα|p + |wα|p

)
|vα − wα|; (2.7)

∣∣∣∂A
∂t

∣∣∣ ≤ C
(

1 +
∑

|α|≤m−1

|vα|p
)

; (2.8)

A(x, 0, 0, · · · , 0) = 0,

∫
Ω

A(x, t, u,Du, · · · , Dm−1u)dx ≥ 0 (2.9)

với hầu khắp t ∈ [0,+∞). Ở đây 2
n ≤ p ≤ 2

n−2 khi n > 2 và 1 ≤ p < +∞
khi n = 2.

Để minh họa sự tồn tại của hàm F thỏa mãn các điều kiện nêu trên, ta

xét hàm F có dạng

F (x, t, u,Du,D2u) = u|u|p −
n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂u

∂xi

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣p) ,
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với 2
n ≤ p ≤ 2

n−2 , n > 2. Ta thấy rằng F0 = u|u|p, F1i =
∂u

∂xi

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣p (i =

1, · · · , n) và

A(x, t, u,Du) =
1

p+ 2
|u|p+2 +

1

p+ 2

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣p+2

.

Ta thu được F0 =
∂A

∂v0
, F1 =

∂A

∂v1
. Hơn nữa

|F0(x, t, u,Du)| ≤ |u|p+1, |F1i(x, t, u,Du)| ≤ C|Du|p+1, i = 1, · · · , n.

Như vậy F0, F1 thỏa mãn điều kiện (2.6). Việc khẳng định các thành phần

F0, F1 của F thỏa mãn (2.7) được dựa vào bổ đề sau

Bổ đề 2.1. Cho v, w là các số thực. Khi đó với bất kì α > 0, ta có∣∣|v|αv − |w|αw∣∣ ≤ (α + 1) max
{
|v|, |w|

}α|v − w|,
với mọi (v, w) ∈ R× R.

Vận dụng Bổ đề 2.1, ta có

|F0(x, t, u,Du,D
2u)− F0(x, t, v,Dv,D

2v)| =
∣∣u|u|p − v|v|p∣∣

≤ C
(
|u|p + |v|p

)
|u− v|.

Chứng minh tương tự đối với F1. Dễ dàng thấy rằng A(x, t, u,Du) thỏa

mãn các điều kiện (2.8) và (2.9).

Ta định nghĩa không gian Sobolev Hm,1
∗ (Q) bao gồm tất cả các hàm u

xác định trên Q thỏa mãn u ∈ L∞
(
0,∞; H̊m(Ω)

)
, ut ∈ L∞

(
0,∞;L2(Ω)

)
,

utt ∈ L∞
(
0,∞;H−m(Ω)

)
với chuẩn

‖u‖Hm,1
∗ (Q) = ‖u‖

L∞

(
0,∞;H̊m(Ω)

) + ‖ut‖
L∞

(
0,∞;L2(Ω)

) + ‖utt‖
L∞

(
0,∞;H−m(Ω)

).
Tương tự, thay vì xét t ∈ [0,∞) ta xét t ∈ [0, T ] (0 < T < ∞), ta có

không gian Sobolev Hm,1
∗ (QT ) với chuẩn ‖u‖Hm,1

∗ (QT ).

Bởi ký hiệu 〈·, ·〉 ta xác định cặp phần tử tương ứng thuộc H̊m(Ω) và

H−m(Ω), ký hiệu bởi (·, ·) là tích trong trong L2(Ω).

Định nghĩa 2.1. Với mỗi h ∈ L2

(
0,∞;L2(Ω)

)
, hàm u ∈ Hm,1

∗ (Q)

được gọi là nghiệm yếu toàn cục của bài toán (2.3)-(2.5) nếu u(x, 0) =
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0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω và đẳng thức

〈utt(t), v〉+B[u(t), v; t] +
∑

0≤|α|≤m−1

(
F (·, t, u,Du, · · · , Dm−1u), Dαv

)
=
(
h(·, t), v

)
(2.10)

thỏa mãn với tất cả v ∈ H̊m(Ω) và hầu khắp t ∈ [0,+∞).

Thay vì t ∈ [0,∞) ta xét t ∈ [0, T ] (0 < T <∞), ta nói u ∈ Hm,1
∗ (QT )

là nghiệm yếu địa phương của bài toán (2.3)-(2.5).

2.2. Sự tồn tại và tính duy nhất của nghiệm yếu địa phương

Trong mục này, chúng tôi chứng minh sự tồn tại và tính duy nhất của

nghiệm yếu địa phương của bài toán (2.3)-(2.5). Để khẳng định điều này,

ta lấy {ωi(x)}∞i=1 ⊂ H̊m(Ω) ∩ L2(Ω) là cơ sở trực giao của H̊m(Ω), đồng

thời là cơ sở trực chuẩn của L2(Ω). Ta cố định N ∈ N∗ và tìm hàm

uN(t) =
N∑
i=1

gi(t)ωi, t ∈ [0, T ], (2.11)

ở đây ta có ý muốn lựa chọn các hệ số hàm gi(t), 0 ≤ t ≤ T < +∞, i =

1, 2, · · · , N thỏa mãn

gi(0) = 0, (i = 1, 2, · · · , N), (2.12)

g′i(0) = 0, (i = 1, 2, · · · , N) (2.13)

và(
uNtt (t), ωi

)
+B[uN(t), ωi; t]

+
∑

|α|≤m−1

(
Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), Dαωi

)
=
(
h(·, t), ωi

)
(2.14)

với i = 1, 2, · · · , N và t ∈ [0, T ]. Với mỗi k = 1, 2, · · · , N, ta có

(uNtt (t), ωk) = g”k(t), B[uN(t), ωk; t] =
N∑
l=1

Blk(t)gl(t), (2.15)

trong đó Blk(t) = B[ωl, ωk; t]. Đặt

fk(t) =
∑

|α|≤m−1

(
Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), Dαωk

)
, (2.16)

hk(t) =
(
h(·, t), ω

)
. (2.17)
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Từ (2.14)−(2.17), với k = 1, 2, · · · , N và với t ∈ [0,∞), ta có hệ phương

trình vi phân thường

g”k(t) +
N∑
l=1

Blk(t)gl(t) + fk(t) = hk(t). (2.18)

Áp dụng các kết quả đạt được về sự tồn tại nghiệm của phương trình vi

phân thường [12], luôn tồn tại các hàm gk (k = 1, 2, · · · , N) thỏa mãn

(2.12)−(2.14), là nghiệm của (2.18) với 0 ≤ t ≤ T < +∞. Như vậy ta đã

chứng minh được rằng với mỗi số tự nhiên N ∈ N∗, tồn tại uN(t) có dạng

(2.11) và (2.12)−(2.14) thỏa mãn.

Tiếp theo, ta chứng minh bất đẳng thức năng lượng đối với uN(t) có

dạng (2.11).

Định lý 2.1. Cho h ∈ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
. Khi đó với mỗi hàm uN(t) có

dạng (2.11), tồn tại hằng số dương C chỉ phụ thuộc Ω, T và các hệ số của

toán tử L sao cho

ess sup
0≤t≤T

(
‖uNtt (t)‖H−m(Ω) + ‖uNt (t)‖L2(Ω) + ‖uN(t)‖H̊m(Ω)

)
≤ C

(
1 + ‖h‖2

L2

(
0,T ;L2(Ω)

)). (2.19)

Chứng minh. 1. Từ (2.14), ta nhân cả hai vế với g′i(t) và lấy tổng theo

i = 1, 2, · · · , N, khi đó(
uNtt (t), u

N
t (t)

)
+B[uN(t), uNt (t); t]

+
∑

|α|≤m−1

(
Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), DαuNt

)
=
(
h(·, t), uNt

)
.

Chú ý rằng
(
uNtt (t), u

N
t (t)

)
=

d

dt

(1

2
‖uNt (t)‖2

L2(Ω)

)
và bởi giả thiết

A = A(x, t, v0, vα, |α| ≤ m− 1), Fα =
∂A

∂vα
,



46

ta có( ∑
|α|≤m−1

Fα(x, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), DαuNt

)
=

d

dt

∫
Ω

A(x, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN)dx−
∫
Ω

∂A

∂t
dx.

Từ các đẳng thức thu được ở trên, ta có

d

dt

(1

2
‖uNt ‖2

L2(Ω) +

∫
Ω

A(x, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN) dx
)

+B[uN , uNt ; t]

=

∫
Ω

∂A

∂t
(x, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN) dx+

(
h(x, t), uNt

)
. (2.20)

Vì aαβ(x, t) = (−1)|α|+|β|aβα(x, t), |α|, |β| = 0, 1, · · · ,m, (x, t) ∈ Q nên

ta có

d

dt
B[uN , uN ; t] = 2B[uN , uNt ; t]

+

∫
Ω

∑
|α|,|β|≤m

(−1)m+|α|aαβt(·, t)DαuNDβuNdx.

Do đó

B[uN(t), uNt (t); t] =
d

dt

(1

2
B[uN(t), uN(t); t]

)
− 1

2

∫
Ω

∑
|α|,|β|≤m

(−1)m+|α|aαβt(·, t)DαuNDβuNdx.

Từ giả thiết aαβ ∈ C1(Q), áp dụng bất đẳng thức Hölder, ta thu được

B[uN(t), uNt (t); t] ≥ d

dt

(1

2
B[uN(t), uN(t); t]

)
− C‖uN(t)‖2

H̊m(Ω)
. (2.21)

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy đối với hạng tử cuối bên vế phải của (2.20),

ta có ∣∣(h(x, t), uNt (t)
)∣∣ ≤ 1

2

(
‖h(t)‖2

L2(Ω) + ‖uNt (t)‖2
L2(Ω)

)
. (2.22)
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Sử dụng (2.8), tiếp tục đánh giá hạng tử đầu tiên bên vế phải của (2.20),

ta được∣∣∣ ∫
Ω

∂A

∂t
(x, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN)dx

∣∣∣
≤ C

(
1 +

∑
|α|≤m−1

∫
Ω

|DαuN |pdx
)
.

Nhận thấy rằng với mọi đa chỉ số α với |α| ≤ m − 1, áp dụng bất đẳng

thức Hölder và từ 2
n ≤ p ≤ 2

n−2 , ta có∫
Ω

|DαuN(t)|pdx ≤ C‖DαuN(t)‖pLnp(Ω) ≤ C‖DαuN(t)‖p
H̊1(Ω)

≤ C‖uN(t)‖p
H̊m(Ω)

.

Suy ra∣∣∣ ∫
Ω

∂A

∂t
(x, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN)dx

∣∣∣ ≤ C
(
1 + ‖uN(t)‖p

H̊m(Ω)

)
.

Ta nhận thấy với 2
n ≤ p ≤ 2

n−2 , n > 2 và với C > 0 nào đó thì xp ≤ x2 +C

đúng với x ≥ 1 và x = 0. Còn nếu 0 < x < 1 thì 0 < xp < 1 và 0 < x2 < 1

nên luôn tồn tại hằng số C > 0 để xp ≤ x2 + C. Bởi lập luận này, ta có

‖uN(t)‖p
H̊m(Ω)

≤ ‖uN(t)‖2
H̊m(Ω)

+ C.

Vì vậy∣∣∣ ∫
Ω

∂A

∂t
(x, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN)dx

∣∣∣ ≤ C(1 + ‖uN(t)‖2
H̊m(Ω)

). (2.23)

Kết hợp (2.20)−(2.23), ta thu được

d

dt

(
‖uNt (t)‖2

L2(Ω) +B[uN , uN ; t] +

∫
Ω

A(x, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN) dx
)

≤ C
[
1 + ‖h(t)‖2

L2(Ω) + ‖uNt (t)‖2
L2(Ω) + ‖uN(t)‖2

H̊m(Ω)

]
. (2.24)
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Lấy tích phân từ 0 đến t cả hai vế của (2.24), ta được

‖uN(t)‖2
L2(Ω) +B[uN(t), uN(t); t] + 2

∫
Ω

A(x, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN)dx

≤ C

t∫
0

(
1 + ‖h(s)‖2

L2(Ω) + ‖uNt (s)‖2
L2(Ω) + ‖uN(s)‖2

H̊m(Ω)

)
ds

≤ C(T )
(

1 + ‖h‖2

L2

(
0,T ;L2(Ω)

)
+

t∫
0

(
‖uNt (s)‖2

L2(Ω) + ‖uN(s)‖2
H̊m(Ω)

)
ds
)
.

Sử dụng giả thiết (2.9), ta có từ đánh giá trên rằng

‖uNt (t)‖2
L2(Ω) +B[uN , uN ; t] ≤ C(T )

(
1 + ‖h‖2

L2

(
0,T ;L2(Ω)

)
+

t∫
0

(
‖uNt (s)‖2

L2(Ω) + ‖uN(s)‖2
H̊m(Ω)

)
ds
)
.

Từ giả thiết (2.2), bất đẳng thức trên đưa đến

‖uNt (t)‖2
L2(Ω) + ‖uN(t)‖2

H̊m(Ω)

≤ C(T )
[
1 + ‖h‖2

L2(0,T,L2(Ω)) +

∫ t

0
‖uNt (s)‖2

L2(Ω) + ‖uN(s)‖2
H̊m(Ω)

dτ
]
.

(2.25)

Đặt ξ(s) = ‖uNt (s)‖2
L2(Ω) + ‖uN(s)‖2

H̊m(Ω)
, bất đẳng thức (2.25) chuyển

thành

ξ(t) ≤ C(T )
(

1 + ‖h‖2

L2

(
0,T ;L2(Ω)

) +

t∫
0

ξ(s)ds
)

Áp dụng bất đẳng thức Gronwall dạng tích phân, ta có

ξ(t) ≤ C(T )
(

1 + ‖h‖2

L2

(
0,T ;L2(Ω)

))(1 + C(T )eC(T ).T
)

≤ C(T )
(
1 + ‖h‖2

L2

(
0,T ;L2(Ω)

)
.
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Từ cách đặt của ξ(s), ta thu được

‖uNt (t)‖2
L2(Ω) + ‖uN(t)‖2

H̊m(Ω)
≤ C

(
1 + ‖h‖2

L2

(
0,T ;L2(Ω)

)). (2.26)

Do đó,

ess sup
0≤t≤T

(
‖uNt (t)‖2

L2(Ω)+‖uN(t)‖2
H̊m(Ω)

)
≤ C

(
1+‖h‖2

L2

(
0,T ;L2(Ω)

)). (2.27)

2. Tiếp theo, với mỗi v ∈ H̊m(Ω) thỏa mãn ‖v‖H̊m(Ω) ≤ 1, khi đó với

bất kỳ N ∈ N∗, tồn tại v1 ∈ Span{ωk}Nk=1 và v2 ∈
(
Span{ωk}Nk=1

)⊥
sao

cho v = v1 + v2. Hiển nhiên ta có ‖v1‖H̊m(Ω) ≤ 1 và (v2, ωk) = 0 với

∀k = 1, 2, · · · , N. Từ (2.14), ta có

〈uNtt , v〉 = 〈uNtt , v1〉 = −
∑

|α|≤m−1

(
Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), Dαv1

)
+
(
h(·, t), v1

)
−B[uN , v1; t]. (2.28)

Trong đẳng thức (2.28), áp dụng bất đẳng thức Cauchy và sử dụng (2.6),

ta có đánh giá sau:∑
|α|≤m−1

∣∣(Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), Dαv1

)∣∣
≤

∑
|α|≤m−1

∫
Ω

|Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN)| |Dαv1|dx

≤ C
∑

|α|≤m−1

(∫
Ω

∣∣Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN)
∣∣2dx+

∫
Ω

|Dαv1|2dx
)

≤ C
∑

|α|≤m−1

[ ∫
Ω

(
1 +

∑
|β|≤m−1

|DβuN |p+1
)2

dx+ ‖v1‖2
H̊m(Ω)

]
≤ C

∑
|α|≤m−1

(
1 +

∑
|β|≤m−1

∫
Ω

|DβuN |2p+2dx
)

≤ C
∑

|α|≤m−1

(
1 + ‖uN(t)‖2p+2

W̊m−1,2p+2(Ω)

)
. (2.29)

Bởi 2
n ≤ p ≤ 2

n−2 , áp dụng Định lý 1.4, H̊m(Ω) = W̊m−1+2,2(Ω) ↪→
W̊m−1,2p+2(Ω), kéo theo ‖uN(t)‖W̊m−1,2p+2(Ω) ≤ C‖uN(t)‖H̊m(Ω). Tức là

‖uN(t)‖2p+2

W̊m−1,2p+2(Ω)
≤ C‖uN(t)‖2p+2

H̊m(Ω)
.
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Áp dụng (2.26) và do h ∈ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
, ta thu được

‖uN(t)‖2p+2

H̊m(Ω)
= ‖uN(t)‖2p+1

H̊m(Ω)
‖uN(t)‖H̊m(Ω)

≤ C
(

1 + ‖h‖2

L2

(
0,T ;L2(Ω)

))2p+1

‖uN(t)‖H̊m(Ω)

≤ C‖uN(t)‖H̊m(Ω).

Ta có từ (2.29) rằng∑
|α|≤m−1

∣∣(Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), Dαv1

)∣∣ ≤ C
(

1 + ‖uN‖H̊m(Ω)

)
,

Thêm nữa, sử dụng bất đẳng thức Hölder, ta có∣∣(h(x, t), v1

)∣∣ ≤ C‖h(t)‖L2(Ω),
∣∣B[uN , v1; t]

∣∣ ≤ C‖uN(t)‖H̊m(Ω).

Từ các đánh giá trên, ta thu được từ (2.28) đánh giá∣∣〈uNtt , v〉∣∣ ≤ C
(

1 + ‖h‖L2(Ω) + ‖uN‖H̊m(Ω)

)
.

Do đó

‖uN(t)‖H−m(Ω) ≤ C
(
1 + ‖h‖

L2

(
0,T ;L2(Ω)

) + ‖uN(t)‖H̊m(Ω)

)
.

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki và sử dụng (2.26), ta thu được

‖uNtt (t)‖2
H−m(Ω) ≤ C

(
1 + ‖h‖2

L2

(
0,T ;L2(Ω)

)). (2.30)

Điều này đưa đến

ess sup
0≤t≤T

‖uNtt (t)‖2
H−m(Ω) ≤ C

(
1 + ‖h‖2

L2

(
0,T ;L2(Ω)

)). (2.31)

Từ (2.27) và (2.31), ta thu được (2.19).

Trên cơ sở áp dụng tính chất của hội tụ yếu và các định lý nhúng trong

các không gian Sobolev, ta khẳng định sự tồn tại và tính duy nhất nghiệm

yếu địa phương của bài toán (2.3)−(2.5).
Định lý 2.2. Với mỗi h ∈ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
, bài toán (2.3)−(2.5) có nghiệm

yếu địa phương u ∈ Hm,1
∗ (QT ) và

‖u‖2
Hm,1
∗ (QT )

≤ C
(

1 + ‖h‖2

L2

(
0,T ;L2(Ω)

)), (2.32)

ở C là hằng số dương độc lập với u và h.
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Chứng minh. 1. Từ (2.19), các dãy {uN}∞N=1, {uNt }∞N=1, {uNtt }∞N=1 tương

ứng bị chặn đều trong các không gian Banach tách được L∞
(
0, T ; H̊m(Ω)

)
,

L∞
(
0, T ;L2(Ω)

)
, L∞

(
0, T ;H−m(Ω)

)
. Nói riêng đối với {uN}∞N=1 thì tồn

tại dãy con, không mất tính tổng quát, ta vẫn kí hiệu bởi {uN}∞N=1 và u

trong L∞
(
0, T ; H̊m(Ω)

)
sao cho uN

?
⇀ u trong L∞

(
0, T ; H̊m(Ω)

)
. Khi

đó {
uNt

?
⇀ ut trong L∞

(
0, T ;L2(Ω)

)
,

uNtt
?
⇀ utt trong L∞

(
0, T ;H−m(Ω)

)
.

(2.33)

Thêm nữa, từ (2.26) và (2.30) với hầu khắp t ∈ [0, T ], ta có
uN(t) ⇀ u(t) trong H̊m(Ω),

uNt (t) ⇀ ut(t) trong L2(Ω),

uNtt (t) ⇀ utt(t) trong H−m(Ω),

(2.34)

2. Với u được chỉ rõ ở trên, ta chứng minh u thỏa mãn đẳng thức

〈utt, v〉+B[u, v; t]

+
∑

|α|≤m−1

(
Fα(·, t, u,Du, · · · , Dm−1u), Dαv

)
=
(
h(·, t), v

)
với tất cả v ∈ H̊m(Ω) và với mọi t ∈ [0, T ]. Thật vậy, với l ∈ N∗ tùy ý đã

được cố định l, hàm v ∈ H̊m(Ω) được lựa chọn có dạng v(x, t) =
l∑

k=1

ωk(x).

Ta chọn số nguyên N ≥ l và lấy tổng theo k = 1, 2, · · · , N trong (2.14),

ta thu được(
uNtt , v

)
+B[uN , v; t]−

(
h(·, t), v

)
= −

∑
|α|≤m−1

(
Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), Dαv

)
. (2.35)

Đặt F (uN)(v) :=
(
uNtt , v

)
+B[uN , v; t]−

(
h(·, t), v

)
. Bởi uN(t) ⇀ u(t) trong

H̊m(Ω), và uNtt (t) ⇀ utt(t) trong H
−m(Ω) nênB[uN(t), v; t]→ B[u(t), v; t]

và
(
uNtt (t), v

)
→
(
utt(t), v

)
. Vì vậy ta thu được

F (uN)(v) −→ F (u)(v) khi N −→∞. (2.36)
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Bây giờ ta khẳng định(
Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), Dαv)

→ (Fα(·, t, u,Du, · · · , Dm−1u).Dαv
)
,

Muốn vậy, ta xét(
Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), Dαv)−(Fα(·, t, u,Du, · · · , Dm−1u), Dαv

)
.

Áp dụng (2.7), ta có∣∣(Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), Dαv)

− (Fα(·, t, u,Du, · · · , Dm−1u), Dαv
)∣∣

≤
(
C

∑
|α|≤m−1

(
1 + |DαuN |p + |Dαu|p

)
|DαuN −Dαu|, Dαv

)
= C

∑
|α|≤m−1

∫
Ω

(
1 + |Dαun|p + |Dαu|p

)
|DαuN −Dαu||Dαv|dx

= C
∑

|α|≤m−1

∫
Ω

|DαuN −Dαu||Dαv|dx

+ C
∑

|α|≤m−1

∫
Ω

|DαuN |p|DαuN −Dαu||Dαv|dx

+ C
∑

|α|≤m−1

∫
Ω

|Dαu|p|DαuN −Dαu||Dαv|dx

=: J1 + J2 + J3.

Áp dụng bất đẳng thức Hölder và Định lý 1.5, ta có∫
Ω

|DαuN −Dαu||Dαv|dx ≤
∥∥Dα

(
uN(t)− u(t)

)∥∥
L2(Ω)
‖Dαv‖L2(Ω)

≤ C‖uN(t)− u(t)‖H̊m−1(Ω)‖v‖H̊m(Ω).

Vì vậy J1 ≤ C‖uN(t)− u(t)‖H̊m−1(Ω)‖v‖H̊m(Ω).

Tiếp tục, với đa chỉ số α (|α| ≤ m− 1), áp dụng bất đẳng thức Hölder
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với p1 = n, p2 = 2, p3 = 2n
n−2 , ta có∫

Ω

|DαuN |p|DαuN −Dαu||Dαv|dx

≤
[( ∫

Ω

(
|DαuN |p

)np
dx
) 1
np
]p(∫

Ω

|DαuN −Dαu|2dx
) 1

2
(∫

Ω

|Dαv|
2n
n−2dx

)n−2
2n

= ‖DαuN(t)‖pLnp(Ω)

∥∥Dα
(
uN(t)− u(t)

)∥∥
L2(Ω)
‖Dαv‖L 2n

n−2
(Ω).

Bởi 2
n ≤ p ≤ 2

n−2 , ta có

‖DαuN(t)‖pLnp(Ω) ≤ C‖DαuN(t)‖p
H̊1(Ω)

≤ C‖uN(t)‖p
H̊m(Ω)

,∥∥Dα
(
uN(t)− u(t)

)∥∥
L2(Ω)

≤ C‖uN(t)− u(t)‖H̊m−1(Ω),

‖Dαv‖L 2n
n−2

(Ω) ≤ C‖Dαv‖H̊1(Ω) ≤ C‖v‖H̊m(Ω).

Vì vậy J2 ≤ C‖uN(t)‖p
H̊m(Ω)

‖uN(t)−u(t)‖H̊m−1(Ω)‖v‖H̊m(Ω). Lập luận tương

tự như J2, ta thu được

J3 ≤ C‖u(t)‖p
H̊m(Ω)

‖uN(t)− u(t)‖H̊m−1(Ω)‖v‖H̊m(Ω).

Từ các đánh giá đối với J1, J2, J3, ta có∣∣(Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), Dαv)

− (Fα(·, t, u,Du, · · · , Dm−1u), Dαv
)∣∣

≤ C
(
1 + ‖uN(t)‖p

H̊m(Ω)
+ ‖u(t)‖p

H̊m(Ω)

)
‖uN(t)− u(t)‖H̊m−1(Ω)‖v‖H̊m(Ω).

Bởi (2.19), ‖uN(t)‖H̊m(Ω) < +∞ và cũng vì v ∈ H̊m(Ω) nên ta cũng có

‖v‖H̊m(Ω) < +∞. Do đó∣∣(Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), Dαv)

− (Fα(·, t, u,Du, · · · , Dm−1u), Dαv
)∣∣

≤ C‖uN(t)− u(t)‖H̊m−1(Ω).

Áp dụng Định lý 1.5, H̊m(Ω)
com
↪→ H̊m−1(Ω). Vì vậy, nếu uN ⇀ u yếu trong

H̊m(Ω) thì uN → u mạnh trong H̊m−1(Ω) (cũng có thể xem [65, Hệ quả

8.86]). Từ kết quả này, khi N → ∞, với hầu khắp t ∈ [0, T ], ta kết luận
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được rằng(
Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), Dαv)

→ (Fα(·, t, u,Du, · · · , Dm−1u), Dαv
)
, (2.37)

Kết hợp (2.35), (2.36), (2.37), với mọi v ∈ H̊m(Ω), ta có

(utt(t), v) +B[u(t), v; t] +
∑

|α|≤m−1

(
Fα(·, t, u,Du, · · · , Dm−1u), Dαv

)
=
(
h(·, t), v

)
, (2.38)

3. Tiếp theo ta phải chứng minh u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω. Để

thực hiện được điều này, ta lựa chọn hàm v ∈ C2
(
[0, T ]; H̊m(Ω)

)
sao cho

v(T ) = vt(T ) = 0. Ta có thể khẳng định luôn tồn tại hàm v thỏa mãn

điều kiện chỉ ra, chẳng hạn v(x, t) = (1 + cos t)ω(x), t ∈ [0, π]. Với hàm

v được chọn, áp dụng tích phân từng phần, ta thấy rằng

T∫
0

(
utt(t), v(t)

)
dt = −

(
ut(0), v(0)

)
+
(
u(0), vt(0)

)
+

T∫
0

(
u(t), vtt(t)

)
dt.

Do đó (2.38) được biến đổi thành

T∫
0

(
(vtt(t), u(t)) +B[u(t), v(t); t]

)
dt

+
∑

|α|≤m−1

T∫
0

(
Fα(·, t, u,Du, · · · , Dm−1u), Dαv

)
dt

=

T∫
0

(
h(x, t), v(t)

)
dt+

(
ut(0), v(0)

)
−
(
u(0), vt(0)

)
. (2.39)

Tương tự, ta cũng thu được

T∫
0

(
(vtt(t), u

N(t)) +B[uN(t), v(t); t]
)
dt

+
∑

|α|≤m−1

T∫
0

(
Fα(·, t, uN , DuN , · · · , Dm−1uN), Dαv

)
dt
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=

T∫
0

(
h(x, t), v(t)

)
dt+

(
uNt (0), v(0)

)
−
(
uN(0), vt(0)

)
.

=

T∫
0

(
h(x, t), v(t)

)
dt.

Qua giới hạn khi N →∞, ta thu được từ đẳng thức trên rằng

T∫
0

[(
vtt(t), u(t)

)
+B[u(t), v(t); t]

]
dt

+
∑

|α|≤m−1

T∫
0

(
Fα(·, t, u,Du, · · · , Dm−1u), Dαv

)
dt =

T∫
0

(
h(·, t), v

)
dt.

(2.40)

Từ (2.39) và (2.40) và bởi v là bất kỳ nên v(0), v′(0) là tùy ý. Do đó ta có

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω.

4. Cuối cùng, từ (2.19), choN →∞, ‖u‖2
Hm,1
∗ (QT )

≤ C
(

1+‖h‖2

L2

(
0,T ;L2(Ω)

)).
Định lý 2.2 được chứng minh.

Định lý 2.3. Với mỗi h ∈ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
, bài toán (2.3)−(2.5) có duy

nhất nghiệm yếu địa phương u ∈ Hm,1
∗ (QT ).

Chứng minh. Trước hết, ta giả thiết rằng ω1, ω2 ∈ Hm,1
∗ (QT ) là các nghiệm

của bài toán (2.3)−(2.5). Khi đó bài toán

utt + (−1)mLu

+
∑

|α|≤m−1

(−1)|α|F̃α(ω1, ω2, D, · · · , Dm−1) = 0 trong QT

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 trên Ω

∂ju

∂νj

∣∣∣
ST

= 0, ST := ∂Ω× (0, T )

nhận u ∈ Hm,1
∗ (QT ) là nghiệm yếu địa phương. Trong đó u = ω1 − ω2 và

F̃α(ω1, ω2, D, · · · , Dm−1)

= Fα(x, t, ω1, Dω1, · · · , Dm−1ω1)− Fα(x, t, ω2, Dω2, · · · , Dm−1ω2)
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Định lý 2.3 được chứng minh, nếu ta chứng minh u(t) ≡ 0 trên [0, T ].

Thật vậy,

1. Với mỗi s ∈ [0;T ] đã được cố định, ta đặt

v(t) =


s∫
t

u(ξ)dξ nếu 0 ≤ t ≤ s

0 nếu s ≤ t ≤ T.

Khi đó với mỗi t ∈ [0, T ], v(t) ∈ H̊m(Ω). Ta có

〈utt(t), v(t)〉+B[u(t), v(t); t]

+
∑

|α|≤m−1

(
F̃α(ω1, ω2, D, · · · , Dm−1), Dαv

)
= 0. (2.41)

Lấy tích phân cả hai vế của (2.41) theo biến t trên [0, s], s ∈ [0, T ], ta có

s∫
0

(
〈utt(t), v(t)〉+B[u(t), v(t); t]

)
dt

+
∑

|α|≤m−1

s∫
0

(
F̃α(ω1, ω2, D, · · · , Dm−1), Dαv

)
dt = 0.

Từ ut(0) = 0, v(s) = 0 và lấy tích phân từng phần theo biến t cho hạng

tử đầu tiên ở vế trái thì đẳng thức trên được biến đổi thành

s∫
0

(
−
(
ut(t), vt(t)

)
+B[u(t), v(t); t]

)
dt

+
∑

|α|≤m−1

s∫
0

(
F̃α(ω1, ω2, D, · · · , Dm−1), Dαv

)
dt = 0.

Do vt(t) = −u(t) với 0 ≤ t ≤ s nên ta có

s∫
0

((
ut(t), u(t)

)
−B[vt(t), v(t); t]

)
dt

+
∑

|α|≤m−1

s∫
0

(
F̃α(ω1, ω2, D, · · · , Dm−1), Dαv

)
dt = 0.
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Từ aαβ(x, t) = (−1)|α|+|β|aβα(x, t) (|α|, |β| = 0, 1, · · · ,m, (x, t) ∈ QT ) và(
ut(t), u(t)

)
= d

dt

(
1
2‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
, đẳng thức trên chuyển thành

s∫
0

d

dt

(1

2
‖u(t)‖2

L2(Ω) −
1

2
B[v(t), v(t); t]

)
dt

+
∑

|α|≤m−1

s∫
0

(
F̃α(ω1, ω2, D, · · · , Dm−1), Dαv

)
dt

= −(−1)m

2

s∫
0

∫
Ω

∑
|α|,|β|≤m

(−1)|α|aαβtD
αvDβvdxdt. (2.42)

Vì u(0) = 0, v(s) = 0 nên ta có từ (2.42) rằng

1

2
‖u(s)‖2

L2(Ω) +
1

2
B[v(0), v(0); 0]

= −
∑

|α|≤m−1

s∫
0

(
F̃α(ω1, ω2, D, · · · , Dm−1), Dαv

)
dt

− (−1)m

2

s∫
0

∫
Ω

∑
|α|,|β|≤m

(−1)|α|aαβtD
αvDβvdxdt. (2.43)

Từ (2.2), áp dụng với t = 0, ta có

C‖v(0)‖2
H̊m(Ω)

≤ B[v(0), v(0); 0]. (2.44)

Sử dụng (2.7), lập luận như trong chứng minh của Định lý 2.2, ta có∣∣(F̃α(ω1, ω2, D, · · · , Dm−1), Dαv
)∣∣

≤ C
(

1 + ‖ω1(t)‖pH̊m(Ω)
+ ‖ω2(t)‖pH̊m(Ω)

)
‖Dαu‖L2(Ω)‖v‖H̊m(Ω).

Từ (2.32), tồn tại các hằng số dương C1, C2 sao cho

‖ω1(t)‖pH̊m(Ω)
≤ C1, ‖ω2(t)‖pH̊m(Ω)

≤ C2

và chú ý rằng với bất kỳ đa chỉ số α, |α| ≤ m − 1, luôn tồn tại hằng số

dương Cα để sao cho ‖Dαu(t)‖L2(Ω) ≤ Cα‖Dm−1u(t)‖L2(Ω). Khi đó∣∣(F̃α(ω1, ω2, D, · · · , Dm−1), Dαv
)∣∣ ≤ C‖Dm−1u(t)‖L2(Ω)‖v(t)‖H̊m(Ω).
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Áp dụng bất đẳng thức Gagliardo-Nirenberg, ta khẳng định được rằng

‖Dm−1u(t)‖L2(Ω) ≤ C‖Dmu(t)‖1− 1
m

L2(Ω)‖u(t)‖
1
m

L2(Ω) ≤ C‖u(t)‖1− 1
m

H̊m(Ω)
‖u(t)‖

1
m

L2(Ω).

Do đó∣∣(F̃α(ω1, ω2, D, · · · , Dm−1), Dαv
)∣∣ ≤ C‖u(t)‖1− 1

m

H̊m(Ω)
‖u(t)‖

1
m

L2(Ω)‖v(t)‖H̊m(Ω).

Sử dụng (2.32), tồn tại hằng số dương K sao cho ‖u(t)‖1− 1
m

H̊m(Ω)
≤ K. Do

đó, ta kết luận được rằng∣∣(F̃α(ω1, ω2, D, · · · , Dm−1), Dαv
)∣∣ ≤ C‖v(t)‖H̊m(Ω)‖u(t)‖

1
m

L2(Ω). (2.45)

Thêm nữa, bởi aαβ ∈ C1(QT ), nên ta có

∣∣∣ s∫
0

∫
Ω

∑
|α|,|β|≤m

(−1)|α|aαβtD
αvDβv dxdt

∣∣∣ ≤ C

s∫
0

‖v(t)‖2
H̊m(Ω)

dt. (2.46)

Từ (2.43)−(2.46), ta kết luận rằng

‖u(s)‖2
L2(Ω) + ‖v(0)‖2

H̊m(Ω)
≤ C

( s∫
0

‖v(t)‖H̊m(Ω)‖u(t)‖
1
m

L2(Ω)dt

+

s∫
0

‖v(t)‖2
H̊m(Ω)

dt
)

≤ C

s∫
0

(
‖u(t)‖

2
m

L2(Ω) + ‖v(t)‖2
H̊m(Ω)

)
dt. (2.47)

2. Tiếp theo, ta đặt ω(t) =
t∫

0

u(ξ)dξ với 0 ≤ t ≤ T. Từ chỗ v(0) = ω(s)

và v(t) = ω(s)− ω(t), (2.47) trở thành

‖u(s)‖2
L2(Ω) + ‖ω(s)‖2

H̊m(Ω)

≤ C

s∫
0

(
‖ω(s)− ω(t)‖2

H̊m(Ω)
+ ‖u(t)‖

2
m

L2(Ω)

)
dt. (2.48)
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Từ đánh giá ‖ω(s) − ω(t)‖2
H̊m(Ω)

≤ 2‖ω(s)‖2
H̊m(Ω)

+ 2‖ω(t)‖2
H̊m(Ω)

, (2.48)

đưa đến

‖u(s)‖2
L2(Ω) + (1− 2C1s)‖ω(s)‖2

H̊m(Ω)

≤ C1

s∫
0

(
‖u(t)‖

2
m

L2(Ω) + ‖ω(t)‖2
H̊m(Ω)

)
dt.

Chọn T1 đủ nhỏ sao cho 1− 2T1C1 ≥
1

2
. Khi đó nếu 0 ≤ s ≤ T1 thì

‖u(s)‖2
L2(Ω) + ‖ω(s)‖2

H̊m(Ω)
≤ C

s∫
0

(
‖u(t)‖

2
m

L2(Ω) + ‖ω(t)‖2
H̊m(Ω)

)
dt.

Áp dụng bất đẳng thức Gronwall trong Bổ đề 1.4, ta thu được u(t) ≡ 0

trên t ∈ [0, T1].

3. Lập luận tương tự như trên đối với các khoảng [T1, 2T1], [2T1, 3T1], · · ·
thì ta thu được u ≡ 0 trên [0, T ].

2.3. Sự tồn tại và tính duy nhất của nghiệm yếu toàn cục

Trong mục trước, ta đã khẳng định sự tồn tại và tính duy nhất của

nghiệm yếu địa phương của bài toán (2.3)−(2.5). Trong mục này, ta sẽ

chứng tỏ sự tồn tại duy nhất của nghiệm yếu toàn cục của bài toán. Từ

các Định lý 2.2 và Định lý 2.3, ta có định lý sau:

Định lý 2.4. Với mỗi h ∈ L2

(
0,∞;L2(Ω)

)
, bài toán (2.3)−(2.5) có duy

nhất nghiệm yếu toàn cục u ∈ Hm,1
∗ (Q).

Chứng minh. 1. Trước hết ta khẳng định bài toán
utt(t) + (−1)mLu+ F (·, t, u,Du, · · · , D2m−2u) = h(·, t)
u(tn) = 0, ut(tn) = 0,

∂ju

∂νj

∣∣∣
Stmax

= 0,

(2.49)

với mọi t ∈ [tn, tmax], tn ≥ 0, có duy nhất nghiệm u ∈ Hm,1
∗ (Qtmax

). Để
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thực hiện được điều này, ta đặt ũ(t) = u(t+ tn), bài toán (2.49) trở thành
ũtt(t) + (−1)mLũ+ F (·, t, ũ, Dũ, · · · , D2m−2ũ) = h(·, t),
ũ(0) = 0, ũt(0) = 0,

∂j

∂νj

∣∣∣
ST∗

(2.50)

với mọi t ∈ [0, T ∗], có duy nhất nghiệm ũ ∈ Hm,1
∗ (QT ∗).

Áp dụng bài toán (2.3)−(2.5), từ các kết quả đã chứng minh, bài toán

(2.50) luôn luôn tồn tại duy nhất nghiệm ũ ∈ Hm,1
∗ (QT ∗). Do đó bài toán

(2.49) có duy nhất nghiệm u ∈ Hm,1
∗ (Qtmax

).

2. Giả thiết rằng nghiệm u của bài toán (2.3)−(2.5) xác định trên [0, tmax).

Áp dụng Định lý 2.2, ta có ‖u(t)‖H̊m(Ω) ≤M với t ∈ [0, tmax). Ta sẽ chứng

minh tmax = +∞.

Thật vậy, giả sử tmax < +∞, lim
t→t−max

‖u(t)‖H̊m(Ω) < +∞. Khi đó tồn tại

dãy {tn}∞n=1 vàK > 0 sao cho khi n→∞, tn → t−max thì ‖u(t)‖H̊m(Ω) < K.

Với dữ liệu ban đầu u(tn), trên [tn, tn + T ∗) bài toán (2.3)−(2.5) có duy

nhất nghiệm với mỗi n và do đó khi n đủ lớn thì tn + T ∗ > tmax. Vì

vậy nghiệm u của bài toán (2.3)−(2.5) xác định trên một khoảng chứa

[0, tmax). Điều này mâu thuẫn với giả thiết. Vì vậy tmax = +∞.

Để làm rõ sự tồn tại của bài toán (2.3)−(2.5), ta xét ví dụ sau:

Ví dụ 2.1. Ta xét bài toán (2.3)−(2.5) với m = 2 và

F (x, t, u,Du,D2u) = u|u|p −
n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂u

∂xi

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣p) , (2.51)

với
2

n
≤ p ≤ 2

n− 2
, n > 2.

Ta nhắc lại các kết quả đã khẳng định ở đầu chương. Ta thấy rằng F0 =

u|u|p, F1i =
∂u

∂xi

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣p và A(x, t, u,Du) =
1

p+ 2
|u|p+2 +

1

p+ 2

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣p+2

.

Rõ ràng F0 =
∂A

∂v0
, F1 =

∂A

∂v1
. Ngoài ra,

|F0(x, t, v,Dv)− F0(x, t, w,Dw)| = |v|v|p − w|w|p| = |ξ||v − w|,
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ở đây ξ = ξ(x, t) là hàm đã cho. Áp dụng định lý Lagrange, ta thấy rằng

|ξ| ≤ (p+ 1)(|v|p + |w|p). Vì vậy, ta có

|F0(x, t, v,Dv)− F0(x, t, w,Dw)| = (p+ 1)(|v|p + |w|p)|v − w|.

Bởi lập luận như trên. Ta có F0, F1 thỏa mãn điều kiện (2.7). Dễ dàng

thấy rằng các điều kiện (2.6), (2.8) và (2.9) là hiển nhiên. Theo Định lý

2.4, Bài toán (2.3)−(2.5) với m = 2 và F được xác định như (2.51), có

duy nhất nghiệm yếu toàn cục trong H2,1
∗ (Q).

Trong ví dụ sau đây, ta xét phương trình nửa tuyến tính Klein-Gordon

[56, Mục 10.4] trong miền trụ vô hạn Q.

Ví dụ 2.2. Ta xét bài toán
utt −∆u+ qu− g(x, t, u) = 0 (x, t) ∈ Q,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 x ∈ Ω,

u(x, t) = 0 (x, t) ∈ Γ× (0,∞).

(2.52)

Ở đây q > −λ1 với λ1 > 0 là giá trị riêng nhỏ nhất của toán tử −∆ trên

H−1(Ω), tức λ1 = inf{‖∇u‖2
L2(Ω) : u ∈ H̊1(Ω), ‖u‖L2(Ω) = 1}.

Ta giả thiết rằng với hầu khắp t ∈ [0,∞), x ∈ Ω, ta có

|g(x, t, u)| ≤ C(1 + |u|p+1), (2.53)

|g(x, t, u)− g(x, t, v)| ≤ C(1 + |u|p + |v|p)|u− v|, (2.54)

g(x, t, 0) = 0, gt(x, t, 0) = 0,
∣∣∣∂g
∂t

(x, t, u)
∣∣∣ ≤ C|u|p−1. (2.55)

u∫
0

g(x, t, s)ds ≤ 0 hầu khắp t ∈ [0,∞) và hầu khắp x ∈ Ω. (2.56)

Trong đó 2
n ≤ p ≤ 2

n−2 khi n > 2 và 1 ≤ p < ∞ khi n = 2. Đối

chiếu với bài toán (2.3)-(2.5), ta thấy bài toán (2.52) ứng với trường hợp

m = 1, Lu = −∆u+ qu, F (x, t, u) = −g(x, t, u) và h(x, t) ≡ 0 trên Q. Từ

giả thiết q > −λ1, tồn tại hằng số dương θ sao cho với mọi u ∈ H̊1(Ω) và

với mọi t ∈ [0,+∞), B[u, u; t] ≥ θ‖u‖H̊1(Ω). Ta nhận thấy F0(x, t, u) :=

F (x, t, u). Từ (2.54), ta có

|F0(x, t, u)− F0(x, t, v)| ≤ C(1 + |u|p + |v|p)|u− v|.
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Hàm A = A(x, t, u) sao cho
∂A

∂u
= F0(x, t, u) = −g(x, t, u) thì

A(x, t, u) = −
u∫

0

g(x, t, s)ds.

Điều này có được là do giả thiết g(x, t, 0) = 0. Từ (2.55), áp dụng định lý

Lagrange ta thu được
∣∣∣∂A
∂t

∣∣∣ ≤ C(1 + |u|p). Ta nhận thấy A(x, 0, 0) = 0 và

từ giả thiết (2.56), ta thu được∫
Ω

A(x, t, u)dx ≥ 0 với hầu khắp t ∈ [0,∞).

Do đó bài toán (2.52) có duy nhất nghiệm yếu trong H1,1(Q). Minh họa

cho điều kiện (2.56), ta có thể xét hàm g(x, t, u) = −| cosu|.

Kết luận chương 2

Trong chương 2, chúng tôi đã sử dụng phương pháp xấp xỉ Galerkin và

áp dụng các định lý nhúng trong các không gian Sobolev chứng minh tính

giải được duy nhất nghiệm trong không gian Hm,1
∗ (Q) của bài toán biên

ban đầu đối với phương trình hyperbolic nửa tuyến tính bậc cao trong

hình trụ vô hạn Q không trơn tổng quát. Phương trình của bài toán có

chứa lớp hàm phi tuyến F tổng quát, đồng thời bài toán được xét trong

hình trụ không trơn bất kỳ. Vì vậy kết quả đạt được của chương này tổng

quát hơn so với cùng kết quả trong [54, 9, 10, 64, 66, 46, 33, 37, 41].
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Chương 3

BÀI TOÁN DIRICHLET-CAUCHY ĐỐI VỚI PHƯƠNG TRÌNH

HYPERBOLIC NỬA TUYẾN TÍNH TRONG CÁC MIỀN ĐA DIỆN

Trong chương này, chúng tôi xét bài toán biên ban đầu thứ nhất đối

với phương trình hyperbolic nửa tuyến tính cấp hai trong miền có cạnh,

miền nón có cạnh. Sử dụng định lý điểm bất động, chúng tôi khẳng định

sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu của bài toán nửa tuyến tính trong miền

có cạnh và trong miền nón có cạnh. Hơn nữa, chúng tôi còn khẳng định

các nghiệm yếu này đủ trơn thuộc các không gian Sobolev có trọng.

3.1. Bài toán Dirichlet-Cauchy đối với phương trình hyperbolic nửa

tuyến tính trong miền có cạnh

3.1.1. Mở đầu

Cho Ω là miền bị chặn trong Rn (n > 2) với biên ∂Ω bao gồm hai

(n − 1)−phẳng Γ1,Γ2 giao nhau theo (n − 2)−phẳng l0 là đa tạp. Giả

thiết rằng trong lân cận của mỗi điểm thuộc l0, tập Ω đồng phôi với góc

nhị diện. Tại điểm bất kỳ P ∈ l0, luôn xác định hai nửa (n − 1)−phẳng
T1(P ) và T2(P ) tiếp xúc với Ω và một phẳng hai chiều π(P ) trực giao với

l0. Ta ký hiệu bởi β(P ) là độ lớn của góc trong phẳng π(P ) bị chặn bởi

các tia R1 = T1(P )∩ π(P ), R2 = T2(P )∩ π(P ). Với mỗi 0 < τ ≤ T <∞,
đặt Qτ = Ω× (0, τ), Sτ = ∂Ω× (0, τ).

Trên QT , ta xét toán tử vi phân cấp hai L có dạng

L(x, t, ∂)u = −
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x, t)

∂u

∂xi

)
+

n∑
i=1

bi(x, t)
∂u

∂xi
+c(x, t)u, (3.1)

ở đây aij, bi, c là các hàm số thực thuộc Ck+1(QT ). Ta giả thiết rằng các

hệ số của toán tử L cùng các đạo hàm của chúng bị chặn trên QT . Thêm

nữa, ta giả thiết rằng aij (i, j = 1, · · · , n) liên tục theo x ∈ Ω, đều theo
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t ∈ [0, T ], aij = aji, (i, j = 1, · · · , n) và

n∑
i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ µ0|ξ|2, (3.2)

với mọi ξ ∈ Rn\{0} và tất cả (x, t) ∈ QT , ở đây µ0 là hằng số dương.

Như đã nêu ra ở trên, tại mỗi P ∈ l0 ta xác định hai siêu phẳng

T1(P ), T2(P ) tương ứng tiếp xúc với Γ1,Γ2 và phẳng hai chiều π(P ) trực

giao với l0, β(P ) là độ lớn của góc trong π(P ) được giới hạn bởi các tia

R1 = T1(P )∩π(P ),R2 = T2(P )∩π(P ). Khi đó 0 < β(P ) < 2π, β(P ) 6= π

và β(P ) ∈ C∞(l0). Tính kì dị của nghiệm được đặc trưng bởi hàm ω(P ),

được xây dựng như sau: Với dãy các tập con {Un}n∈I (I là tập chỉ số) đủ

mịn phủ Ω, do l0 trơn và có (n − 2) chiều, vì thế qua mỗi x ∈ Ω tồn tại

n ∈ I sao cho x ∈ Un ⊂ Ω và 2−phẳng trực giao với l0, 2−phẳng này giao

l0 tại P (là điểm thuộc l0 mà có khoảng cách tới x là nhỏ nhất). Ta thiết

lập tương ứng 1 − 1 giữa x và (x′, P ), ở đây x′ = (x1, x2) là tọa độ afin

của x trong mặt phẳng π(P ). Ta biến đổi phần chính của toán tử L, toán

tử với hệ số hằng tại P

L
(2)
0 = −

2∑
i,j=1

aij(P, t0)
∂2

∂xi∂xj
, t0 ∈ (0, T )

về dạng chính tắc. Qua phép biến đổi tuyến tính các tọa độ từ tọa độ afin

sang tọa độ cực trong 2− phẳng π(P ), góc β(P, t0) trở thành ω(P, t0) và

nó được gọi là giá trị rút gọn của β(P, t0). Người ta đã chứng minh được

rằng ω(P, t0) không phụ thuộc vào phép biến đổi đưa L
(2)
0 về dạng chính

tắc, hơn nữa hàm ω(P, t0) khả vi vô hạn và ω(P, t0) > 0. Cụ thể, góc β(P )

tại (P, t0) được biến đổi thành

ω(P, t0) = arctan
[a11(P, t0)a22(P, t0)− a2

12(P, t0)]
1
2

a22(P, t0) cot β(P )− a12(P, t0)
.

Tương ứng với toán tử vi phân L có dạng (3.1), ta có dạng song tuyến

tính phụ thuộc thời gian

B[u, v; t] =

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x, t)
∂u

∂xi

∂v

∂xj
+

n∑
i=1

bi(x, t)
∂u

∂xi
v+ c(x, t)uv

)
dx,

(3.3)
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với mọi u, v ∈ H̊1(Ω) và (x, t) ∈ QT .

Ta xét bài toán Cauchy-Dirichlet đối với phương trình hyperbolic nửa

tuyến tính trong miền có cạnh Ω như sau:

utt + L(x, t, ∂)u = f(x, t, u,Du) + h(x, t), (x, t) ∈ QT , (3.4)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω (3.5)

u|ST = 0, (3.6)

ở đây f, h là các hàm đã cho.

Định nghĩa 3.1. Hàm u(x, t) được gọi là nghiệm yếu của bài toán (3.4)−
(3.6) trên [0, T ] nếu u ∈ L2

(
0, T ; H̊1(Ω)

)
, ut ∈ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
, utt ∈

L2

(
0, T ;H−1(Ω)

)
, đồng thời u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω và đẳng

thức

〈utt(t), v〉+B[u(t), v; t] =
(
f(·, t, u,Du), v

)
+
(
h(·, t), v

)
đúng với tất cả v ∈ H̊1(Ω) và hầu khắp t ∈ [0, T ].

Để khẳng định các kết quả của bài toán (3.4)-(3.6), ta chứng minh sự

tồn tại duy nhất và tính chính quy của nghiệm yếu theo biến thời gian của

bài toán tuyến tính tương ứng, tức là bài toán (3.4)−(3.6) trong trường

hợp f(x, t, u,Du) ≡ 0 trên QT .

3.1.2. Bài toán tuyến tính

a. Sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu của bài toán tuyến tính

Khi f(x, t, u,Du) ≡ 0 trên QT , ta có bài toán sau:

utt + L(x, t, ∂)u = h(x, t), (x, t) ∈ QT , (3.7)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω (3.8)

u|ST = 0. (3.9)

Theo Định nghĩa 3.1, hàm u(x, t) được gọi là nghiệm yếu của bài toán

(3.7)−(3.9) trên [0, T ] nếu u ∈ L2

(
0, T ; H̊1(Ω)

)
, ut ∈ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
,

utt ∈ L2

(
0, T ;H−1(Ω)

)
đồng thời u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω và

〈utt(t), v〉+B[u(t), v; t] =
(
h(·, t), v

)
(3.10)

thỏa mãn với tất cả v ∈ H̊1(Ω) và với hầu khắp t ∈ [0, T ].
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Sử dụng phương pháp xấp xỉ Galerkin và áp dụng tính chất của hội tụ

yếu, ta có định lý sau

Định lý 3.1. Nếu h ∈ C
(
0, T ;L2(Ω)

)
thì bài toán (3.7)−(3.9) có duy

nhất nghiệm yếu u(t) ∈ H̊1(Ω), t ∈ [0, T ] thỏa mãn

‖u(t)‖2
H̊1(Ω)

+ ‖ut(t)‖2
L2(Ω) ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
L2(Ω), ∀t ∈ (0, T ], (3.11)

với C là hằng số dương phụ thuộc vào Ω, T và các hệ số của toán tử L.

Chứng minh. 1. Lập luận tương tự như nội dung đầu trong mục 2.2., ta

thu được dãy xấp xỉ nghiệm {uN(t)}∞N=1 có dạng

uN(x, t) =
N∑
k=1

gk(t)ωk(x) (3.12)

của bài toán (3.7)−(3.9) sao cho(
uNtt (t), ωk

)
+B[uN(t), ωk; t] =

(
h(x, t), ωk

)
, (3.13)

với k = 1, 2, · · · , N và t ∈ [0;T ]. Ở đây {ωk}∞k=1 là cơ sở trực giao trong

H̊1(Ω), đồng thời là cơ sở trực chuẩn trong L2(Ω). Các hàm gk(t) (0 ≤
t ≤ T, k = 1, · · · , N) được lựa chọn sao cho gk(0) = 0, g′k(0) = 0.

2. Từ (3.13), nhân cả hai vế với g′k, lấy tổng theo k = 1, · · · , N, ta được(
uNtt (t), u

N
t (t)

)
+B[uN(t), uNt (t); t] =

(
h(x, t), uNt

)
. (3.14)

Ta thấy rằng

B[uN , uNt ; t] =

∫
Ω

n∑
i,j=1

aij
∂uN

∂xi

∂uNt
∂xj

dx+

∫
Ω

( n∑
i=1

bi
∂uN

∂xi
uNt + cuNuNt

)
dx

=: B1 +B2. (3.15)

Do đó (3.14) được viết thành(
uNtt (t), u

N
t (t)

)
+B1 =

(
h(x, t), uNt

)
−B2. (3.16)

Ta có (
uNtt (t), u

N
t (t)

)
=

d

dt

(1

2
‖uNt (t)‖L2(Ω)

)
. (3.17)
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Từ giả thiết aij = aji (i, j = 1, · · · , n), ta nhận được

B1 =
d

dt

(1

2
A[uN(t), uN(t); t]

)
− 1

2

∫
Ω

n∑
i,j=1

aijt
∂uN

∂xi

∂uN

∂xj
dx

≥ d

dt

(1

2
A[uN(t), uN(t); t]

)
− C‖uN(t)‖2

H̊1(Ω)
, (3.18)

ở đây A[u, v; t] =
∫
Ω

n∑
i,j=1

aij
∂u
∂xi

∂v
∂xj
dx. Thêm nữa,

|B2| ≤ C
(
‖uN(t)‖2

H̊1(Ω)
+ ‖uNt (t)‖2

L2(Ω)

)
. (3.19)

|
(
h(·, t), uNt (t)

)
| ≤ 1

2

(
‖h(·, t)‖2

L2(Ω) + ‖uNt (t)‖2
L2(Ω)

)
. (3.20)

Từ (3.16)−(3.20), ta thu được

d

dt

(
‖uNt (t)‖2

L2(Ω) + A[uN(t), uN(t); t]
)

≤ C
(
‖h(·, t)‖2

L2(Ω) + ‖uNt (t)‖2
L2(Ω) + ‖uN(t)‖2

H̊1(Ω)

)
.

Áp dụng (3.2), ta có

d

dt

(
‖uNt (t)‖2

L2(Ω) + A[uN(t), uN(t); t]
)

≤ C1

(
‖uNt (t)‖2

L2(Ω) + A[uN(t), uN(t); t]
)

+ C2‖h(·, t)‖2
L2(Ω). (3.21)

Đặt η(t) = ‖uNt (t)‖2
L2(Ω) +A[uN(t), uN(t); t], θ(t) = ‖h(·, t)‖2

L2(Ω). Khi đó

(3.21) được viết thành

η′(t) ≤ C1η(t) + C2θ(t). (3.22)

Áp dụng bất đẳng thức Gronwall, ta thu được từ (3.22) như sau

‖uNt (t)‖2
L2(Ω) + A[uN(t), uN(t); t] ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
L2(Ω)ds.

Sử dụng (3.2) một lần nữa, bất đẳng thức

‖uN(t)‖2
H̊1(Ω)

+ ‖uNt (t)‖2
L2(Ω) ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
L2(Ω)ds, (3.23)
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đúng với mọi t ∈ [0, T ].

3. Tiếp theo, cố định η ∈ H̊1(Ω), ‖η‖H̊1(Ω) ≤ 1 và ta viết η = η1 + η2, ở

đây η1 ∈ span{ωk}Nk=1 và (η2, ωk) = 0, k = 1, · · · , N. Ta nhận thấy rằng,

từ ‖η‖H̊1(Ω) ≤ 1 thì ‖η1‖H̊1(Ω) ≤ 1. Do đó

〈uNtt (t), η〉 =
(
uNtt (t), η1

)
=
(
h(x, t), η1

)
−B[uN , η1; t].

Ta có |〈uNtt (t), η1〉| ≤ C
(
‖h(·, t)‖L2(Ω) + ‖uN(t)‖H̊1(Ω)

)
. Do đó

‖uNtt (t)‖2
H−1(Ω) ≤ C

(
‖h(·, t)‖2

L2(Ω) + ‖uN(t)‖2
H̊1(Ω)

)
.

Lấy tích phân trên [0, t] với 0 ≤ t ≤ T và áp dụng (3.23), ta thu được

‖uN‖2

L2

(
0,t;H−1(Ω)

) ≤ C‖h‖2

L2

(
0,t;L2(Ω)

). (3.24)

Từ (3.23) và (3.24), ta thấy dãy {uN}∞N=1 bị chặn trong L2

(
0, T ; H̊1(Ω)

)
,

dãy {uNt }∞N=1 bị chặn trong L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
và dãy {uNtt }∞N=1 bị chặn

trong L2

(
0, T ;H−1(Ω)

)
. Do đó tồn tại dãy con {uNj}∞j=1 ⊂ {uN}∞N=1 và

u ∈ L2

(
0, T ; H̊1(Ω)

)
sao cho ut ∈ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
, utt ∈ L2

(
0, T ;H−1(Ω)

)
thỏa mãn uNj ⇀ u trong L2

(
0, T ; H̊1(Ω)

)
; u

Nj
t ⇀ ut trong L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
và u

Nj
tt ⇀ utt trong L2

(
0, T ;H−1(Ω)

)
.

Bây giờ ta cố định m ∈ N và chọn θ ∈ C1
(
[0, T ]; H̊1(Ω)

)
sao cho

θ(t) =
m∑
k=1

dk(t)ωk, (3.25)

ở đây {dk}mk=1 là các hàm nhẵn. Ta chọn số tự nhiên N ≥ m, nhân cả hai

vế của (3.13) với dk và lấy tổng theo k = 1, · · · ,m, tiếp theo lấy tích phân

theo t trên [0, T ], ta được

T∫
0

[
〈uNtt (t), θ(t)〉+B[uN(t), θ(t); t]

]
dt =

T∫
0

(
h(x, t), θ(t)

)
dt. (3.26)

Đặt N := Nj, lấy giới hạn khi j →∞, (3.26) đưa đến

T∫
0

[
〈utt(t), θ(t)〉+B[u(t), θ(t); t]

]
dt =

T∫
0

(
h(x, t), θ(t)

)
dt. (3.27)
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Vì C1
(
[0, T ]; H̊1(Ω)

)
trù mật trong L2

(
0, T ; H̊1(Ω)

)
nên ta có

T∫
0

[
〈utt(t), θ̃〉+B[u(t), θ̃; t]

]
dt =

T∫
0

(
h(x, t), θ̃

)
dt, (3.28)

với mọi θ̃ ∈ L2

(
0, T ; H̊1(Ω)

)
và hầu khắp t ∈ [0, T ]. Hơn nữa, ta có thể

chọn θ̃(x, t) = g(t)ω(x), ω ∈ H̊1(Ω) thì (3.28) được viết thành

T∫
0

[
〈utt(t), ω〉+B[u(t), ω; t]−

(
h, ω

)]
g(t) dt = 0,

với hầu khắp t ∈ [0, T ]. Do đó

〈utt(t), ω〉+B[u(t), ω; t] =
(
h(·, t), ω

)
với hầu khắp t ∈ [0, T ], ∀ω ∈ H̊1(Ω).

4. Tiếp theo, ta phải chứng minh u(0) = 0, ut(0) = 0. Để chứng minh được

điều này, ta chọn bất kỳ γ ∈ C2
(
[0, T ]; H̊1(Ω)

)
sao cho γ(T ) = γt(T ) = 0.

Áp dụng tích phân từng phần hai lần theo biến t của hạng tử đầu tiên bên

vế trái của hệ thức

T∫
0

(utt(t), γ)dt+

T∫
0

B[u(t), γ; t]dt =

T∫
0

(
h(x, t), γ

)
dt

ta được

T∫
0

(u(t), γtt)dt+

T∫
0

B[u(t), γ; t]dt =

T∫
0

(
h(x, t), γ

)
dt

+
(
u(0), γt(0)

)
−
(
ut(0), γ(0)

)
. (3.29)

Lập luận tương tự như trên đối với hệ thức

T∫
0

(uNtt (t); γ)dt+

T∫
0

B[uN(t), γ; t]dt =

T∫
0

(
h(x, t), γ

)
dt,
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ta cũng thu được

T∫
0

(uN(t), γtt)dt+

T∫
0

B[uN(t), γ; t]dt =

T∫
0

(
h(x, t), γ

)
dt

+
(
uN(0), γt(0)

)
−
(
uNt (0), γ(0)

)
. (3.30)

Trong (3.30), đặt N := Nj, qua giới hạn khi j →∞, ta có

T∫
0

(u(t), γtt)dt+

T∫
0

B[u(t), γ; t]dt =

T∫
0

(
h(x, t), γ

)
dt (3.31)

Bởi (3.29) và (3.31) đúng với mọi γ ∈ C2
(
[0, T ]; H̊1(Ω)

)
nên ta thu được

trên [0, T ] rằng u(0) = 0, ut(0) = 0. Với các kết quả trên, ta đã chứng

minh được bài toán (3.7)−(3.8) có nghiệm yếu u(t) ∈ H̊1(Ω).

5. Điều còn lại, ta phải chứng minh rằng u là nghiệm yếu duy nhất. Thật

vậy, giả sử rằng bài toán (3.7)−(3.8) có hai nghiệm u1, u2. Đặt u = u1−u2.

Khi đó u là nghiệm yếu của bài toán

utt + L(x, t, ∂)u = 0, (x, t) ∈ QT , (3.32)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω, (3.33)

u|ST = 0. (3.34)

Để chứng minh tính duy nhất nghiệm yếu của bài toán (3.7)−(3.8), ta
chứng minh u(t) ≡ 0 trên [0, T ]. Muốn vậy, ta cố định s ∈ [0, T ] và đặt

µ(t) =


s∫
t

u(τ)dτ, nếu 0 ≤ t ≤ s,

0, nếu s ≤ t ≤ T.

Ta có µ(t) ∈ H̊1(Ω) với mỗi t ∈ [0, T ]. Do u(t) ∈ H̊1(Ω) là nghiệm yếu

của bài toán (3.32)−(3.34), nên ta có

〈utt(t), v〉+B[u(t), v; t] = 0, với ∀ v ∈ H̊1(Ω).

Thay v bởi µ(t) và lấy tích phân theo biến t trên [0, s], ta có

s∫
0

(
〈utt(t), µ(t)〉+B[u(t), µ(t); t]

)
dt = 0.
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Ta nhận thấy ut(0) = µ(s) = 0. Do đó, áp dụng tích phân từng phần cho

hạng tử đầu của đẳng thức trên, ta thu được
s∫

0

(
− (ut(t), µt(t)) +B[u(t), µ(t); t]

)
dt = 0.

Với mỗi t ∈ [0, s], ta có µt(t) = −u(t). Khi đó

s∫
0

(
〈ut(t), u(t)〉 −B[µt(t), µ(t); t]

)
dt = 0. (3.35)

Chú ý rằng

〈ut(t), u(t)〉 =
d

dt

(1

2
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
,

B[µt(t), µ(t); t] =
d

dt

(1

2
B[µ(t), µ(t); t]

)
−
(
C[u(t), µ(t); t] +D[µ(t), µ(t); t]

)
,

điều này có được là nhờ µt(t) = −u(t). Ở đây

2C[u, µ; t] = −
∫
Ω

(
n∑
i=1

biu
∂µ

∂xi
+

n∑
i=1

biµ
∂µt
∂xi

)
dx,

2D[µ, µ; t] =

∫
Ω

 n∑
i,j=1

aijt
∂µ

∂xi

∂µ

∂xj
+

n∑
i=1

bit
∂µ

∂xi
µ+ ctµµ

 dx.

Do đó (3.35) được viết thành

s∫
0

d

dt

(1

2
‖u(t)‖2

L2(Ω) −
1

2
B[µ(t), µ(t); t]

)
dt

= −
s∫

0

(
C[u(t), µ(t); t] +D[µ(t), µ(t); t]

)
dt.

Từ kết quả u(0) = 0, µ(s) = 0, ta có

1

2
‖u(s)‖2

L2(Ω) +
1

2

∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x, 0)
∂µ(0)

∂xi

∂µ(0)

∂xj
dx
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= −
∫
Ω

( n∑
i=1

bi(x, 0)
∂µ(0)

∂xi
µ(0) + c(x, 0)µ(0)µ(0)

)
dx

−
s∫

0

(
C[u(t), µ(t); t] +D[µ(t), µ(t); t]

)
dt. (3.36)

Áp dụng bất đẳng thức Young và bất đẳng thức Cauchy đối với các hạng

tử bên vế phải của (3.36), ta thu được

‖u(s)‖2
L2(Ω) + (µ0 − ε)‖µ(0)‖2

H̊1(Ω)

≤ C
( s∫

0

(
‖µ(t)‖2

H̊1(Ω)
+ ‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
dt+ ‖µ(0)‖2

L2(Ω)

)
.

Chọn ε > 0 đủ nhỏ sao cho ε < µ0, ta thu được

‖u(s)‖2
L2(Ω) + ‖µ(0)‖2

H̊1(Ω)

≤ C
( s∫

0

(
‖µ(t)‖2

H̊1(Ω)
+ ‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
dt+ ‖µ(0)‖2

L2(Ω)

)
. (3.37)

Bây giờ ta đặt

ω(t) =

t∫
0

u(τ)dτ, với t ∈ [0, T ].

Nhận thấy µ(0) = ω(s) và µ(t) = ω(s)− ω(t). Do đó (3.37) đưa đến

‖u(s)‖2
L2(Ω) + ‖ω(s)‖2

H̊1(Ω)

≤ C
( s∫

0

(
‖ω(s)− ω(t)‖2

H̊1(Ω)
+ ‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
dt+ ‖ω(s)‖2

L2(Ω)

)
. (3.38)

Từ đánh giá ‖ω(s)− ω(t)‖2
H̊1(Ω)

≤ 2‖ω(s)‖2
H̊1(Ω)

+ 2‖ω(t)‖2
H̊1(Ω)

và

‖ω(s)‖2
L2(Ω) ≤ C

s∫
0

‖u(t)‖2
L2(Ω)dt,
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bất đẳng thức (3.38) đưa đến

‖u(s)‖2
L2(Ω) + (1− 2C1s)‖ω(s)‖2

H̊1(Ω)

≤ C1

s∫
0

(
‖u(t)‖2

L2(Ω) + ‖ω(t)‖2
H̊1(Ω)

)
dt.

Chọn T1 > 0 đủ nhỏ sao cho 1− 2T1C1 ≥
1

2
. Khi đó với mỗi s thỏa mãn

0 ≤ s ≤ T1 thì

‖u(s)‖2
L2(Ω) + ‖ω(s)‖2

H̊1(Ω)
≤ C

s∫
0

(
‖u(t)‖2

L2(Ω) + ‖ω(t)‖2
H̊1(Ω)

)
dt.

Áp dụng bất đẳng thức Gronwall, ta thu được u(t) ≡ 0 trên [0, T1]. Lập

luận tương tự như trên đối với các đoạn [T1, 2T1], [2T1, 3T1], · · · Khi đó ta

có u(t) ≡ 0 trên [0, T ].

b. Tính trơn của nghiệm yếu theo biến thời gian của bài toán tuyến tính

Sử dụng phương pháp quy nạp, ta chứng minh tính trơn theo biến thời

gian của nghiệm yếu của bài toán (3.4)−(3.6).
Định lý 3.2. Cho k ∈ N, htj ∈ C

(
[0, T ];L2(Ω)

)
, j = 0, 1, · · · , k. Khi đó

bài toán (3.7)−(3.9) có nghiệm yếu u thỏa mãn

utj ∈ C
(
0, T ; H̊1(Ω)

)
, j = 0, 1, · · · , k, (3.39)

k∑
j=0

‖utj(t)‖2
H̊1(Ω)

+ ‖utk+1‖2
L2(Ω) ≤ C

k∑
j=0

t∫
0

‖htj(s)‖2
L2(Ω)ds (3.40)

với ∀t ∈ [0, T ].

Chứng minh. Từ (3.23), cho N →∞, ta có

‖u(t)‖2
H̊1(Ω)

+ ‖ut(t)‖2
L2(Ω) ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
L2(Ω)ds, ∀t ∈ (0, T ]. (3.41)

Do đó

max
t∈[0,T ]

(
‖u(t)‖2

H̊1(Ω)
+ ‖ut(t)‖2

L2(Ω)

)
≤ C

T∫
0

‖h(s)‖2
L2(Ω)ds. (3.42)
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Điều này đưa đến u ∈ C
(
0, T ; H̊1(Ω)

)
. Như vậy (3.39) và (3.40) đúng với

k = 0. Tiếp tục, ta chứng minh định lý đúng với k = 1. Từ (3.13), lấy đạo

hàm theo biến t, ta có(
uNttt(t), ωk

)
+B[uNt (t), ωk; t] =

(
ht(·, t), ωk

)
−Bt[u

N(t), ωk; t], (3.43)

ở đây

Bt[u, v; t] =

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aijt(x, t)
∂u

∂xi

∂v

∂xj
+

n∑
i=1

bit(x, t)
∂u

∂xi
v + ct(x, t)uv

)
dx.

Nhân cả hai vế của (3.43) với g”k(t), t ∈ [0, T ], lấy tổng theo k =

1, 2, · · · , N và đặt ũN = uNt , ta thu được

(ũNtt , ũ
N
t ) +B[ũN , ũNt ; t] =

(
ht(x, t), ũ

N
t

)
−Bt[u

N , ũNt ; t].

Đặt B̃1 =

∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x, t)
∂ũN

∂xi

∂ũNt
∂xj

dx

B̃2 =

∫
Ω

( n∑
i=1

bi(x, t)
∂ũN

∂xi
ũNt + c(x, t)ũN ũNt

)
dx,

đẳng thức trên trở thành

(ũNtt , ũ
N
t ) + B̃1 =

(
ht(x, t), ũ

N
t

)
− B̃2 −Bt[u

N , ũNt ; t]. (3.44)

Ta nhận thấy

(ũNtt , ũ
N
t ) =

1

2

d

dt

(
‖ũNt (t)‖L2(Ω)

)
. (3.45)

B̃1 =
1

2

d

dt

(
A[ũN , ũN ; t]

)
−
∫
Ω

n∑
i,j=1

aijt(x, t)
∂ũN

∂xi

∂ũN

∂xj
dx,

ở đây A[u, v; t] =
∫
Ω

n∑
i,j=1

aij
∂u
∂xi

∂v
∂xj
dx. Ta có

B̃1 ≥
1

2

d

dt

(
A[ũN , ũN ; t]

)
− C‖ũN(t)‖2

H̊1(Ω)
. (3.46)

Hơn nữa,

|
(
ht(x, t), ũ

N
t

)
| ≤ C

(
‖ht(t)‖2

L2(Ω) + ‖ũNt (t)‖2
L2(Ω)

)
. (3.47)

|B̃2| ≤ C
(
‖ũN(t)‖2

H̊1(Ω)
+ ‖ũNt (t)‖2

L2(Ω)

)
. (3.48)
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Quan sát thấy

Bt[u
N , ũNt ; t] =

d

dt
Bt[u

N , ũN ; t] − Btt[u
N , ũN ; t] − Bt[ũ

N , ũN ; t], (3.49)

ở đó

Btt[u, v; t]

=

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aijtt(x, t)
∂u

∂xi

∂v

∂xj
+

n∑
i=1

bitt(x, t)
∂u

∂xi
v + ctt(x, t)uv

)
dx

Từ (3.44)-(3.49), ta thu được

d

dt

(
‖ũNt (t)‖L2(Ω) + A[ũN(t), ũN(t); t]

)
≤ C

(
‖ht(t)‖2

L2(Ω) + ‖ũNt (t)‖2
L2(Ω) + ‖ũN(t)‖2

H̊1(Ω)

)
− d

dt
Bt[u

N , ũN ; t] +Btt[u
N , ũN ; t] +Bt[ũ

N , ũN ; t].

Lấy tích phân trên [0, t], t ∈ [0, T ], ta thu được

‖ũNt (t)‖L2(Ω) + A[ũN , ũN ; t]

≤ C

t∫
0

(
‖ht(s)‖2

L2(Ω) + ‖ũNt (s)‖2
L2(Ω) + ‖ũN(s)‖2

H̊1(Ω)

)
ds

−Bt[u
N , ũN ; t] +

t∫
0

(
Btt[u

N , ũN ; s] +Bt[ũ
N , ũN ; s]

)
ds. (3.50)

Áp dụng (3.2), ta có A[ũN(t), ũN(t); t] ≥ µ0‖ũN(t)‖2
H̊1(Ω)

. Sử dụng bất

đẳng thức Young, ta có
∣∣Bt[u

N , ũN ; t]
∣∣ ≤ C(ε)‖uN(t)‖2

H̊1(Ω)
+ε‖ũN(t)‖2

H̊1(Ω)
.

Thêm nữa,

∣∣∣ t∫
0

(
Btt[u

N , ũN ; s] +Bt[ũ
N , ũN ; s]

)
ds
∣∣∣

≤ C

t∫
0

(
‖uN(s)‖2

H̊1(Ω)
+ ‖ũN(s)‖2

H̊1(Ω)

)
ds
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≤ CT

t∫
0

‖h(s)‖2
L2(Ω)ds+ C

t∫
0

‖ũN(s)‖2
H̊1(Ω)

ds.

Do đó (3.50) đưa đến

‖ũNt (t)‖2
L2(Ω) + (µ0 − ε)‖ũN(t)‖2

H̊1(Ω)

≤ C

t∫
0

(
‖h(s)‖2

L2(Ω) + ‖ht(s)‖2
L2(Ω)

)
ds

+ C

t∫
0

(
‖ũNt (s)‖2

L2(Ω) + ‖ũN(s)‖2
H̊1(Ω)

)
ds.

Ta chọn ε > 0 sao cho ε < µ0. Khi đó ta thu được đánh giá sau

‖ũNt (t)‖2
L2(Ω) + ‖ũN(t)‖2

H̊1(Ω)
≤ C1

t∫
0

(
‖h(s)‖2

L2(Ω) + ‖ht(s)‖2
L2(Ω)

)
ds

+ C2

t∫
0

(
‖ũNt (s)‖2

L2(Ω) + ‖ũN(s)‖2
H̊1(Ω)

)
ds. (3.51)

Đặt F (t) = ‖ũNt (t)‖2
L2(Ω) + ‖ũN(t)‖2

H̊1(Ω)
, G(t) = C1

t∫
0

(
‖h(s)‖2

L2(Ω) +

‖ht(s)‖2
L2(Ω)

)
ds. Khi đó (3.51) được viết thành F (t) ≤ G(t)+C2

t∫
0

F (s)ds.

Rõ ràng G(t) và G′(t) khả tích trên [0, t], ∀t ∈ [0, T ], G(0) = 0. Áp dụng

Bổ đề 1.3, ta thu được F (t) ≤
t∫

0

eC2(t−s)G′(s)ds, ∀t ∈ [0, T ]. Tức là

‖ũNt (t)‖2
L2(Ω) + ‖ũN(t)‖2

H̊1(Ω)
≤ C

t∫
0

(
‖h(s)‖2

L2(Ω) + ‖ht(s)‖2
L2(Ω)

)
ds

đúng với mọi t ∈ [0, T ]. Cho N →∞, ta có

‖ũt(t)‖2
L2(Ω) + ‖ũ(t)‖2

H̊1(Ω)
≤ C

t∫
0

(
‖h(s)‖2

L2(Ω) + ‖ht(s)‖2
L2(Ω)

)
ds.
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Thay ũN = uNt , ta có

‖utt(t)‖2
L2(Ω) + ‖ut(t)‖2

H̊1(Ω)

≤ C

t∫
0

(
‖h(s)‖2

L2(Ω) + ‖ht(s)‖2
L2(Ω)

)
ds. (3.52)

Vì vậy

max
0≤t≤T

(
‖utt(t)‖2

L2(Ω) + ‖ut(t)‖2
H̊1(Ω)

)
≤ C

T∫
0

(
‖h(s)‖2

L2(Ω) + ‖ht(s)‖2
L2(Ω)

)
ds.

Suy ra ut ∈ C
(
0, T ; H̊1(Ω)

)
. Kết hợp (3.41) và (3.52) ta có

1∑
j=0

‖ut(t)‖2
H̊1(Ω)

+ ‖utt‖2
L2(Ω) ≤ C

1∑
j=0

t∫
0

‖htj(s)‖2
L2(Ω)ds.

Điều này cho thấy Định lý đúng với k = 1.

Giả sử (3.39) và (3.40) đúng với k−1, k ≥ 1. Ta sẽ chứng minh nó đúng

với k. Từ (3.13), lấy đạo hàm cấp k theo biến t cả hai vế, ta có

(
uNtk+2, ωl

)
+ B[utk, ωl; t] =

(
htk, ωl

)
−

k−1∑
j=0

(
k

j

)
Btk−j [utj , ωl; t]. (3.53)

Nhân cả hai vế của (3.53) với g
(k+1)
l (t), lấy tổng theo l = 1, 2, · · · , N, ta

được(
uNtk+2, uNtk+1

)
+B[uNtk , u

N
tk+1; t]

=
(
htk, u

N
tk+1

)
+

k−1∑
j=0

(
k

j

)
Btk−j [u

N
tj , u

N
tk+1; t]. (3.54)

Lập luận tương tự như trên và sử dụng giả thiết quy nạp, ta thu được

utj ∈ C
(
0, T ; H̊1(Ω)

)
, j = 0, 1, · · · , k và

k∑
j=0

‖utj(t)‖2
H̊1(Ω)

+ ‖utk‖2
L2(Ω) ≤

k∑
j=0

t∫
0

‖htj(s)‖2
L2(Ω)ds (3.55)
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với ∀t ∈ (0, T ]. Định lý được chứng minh.

Bây giờ ta định nghĩa không gian H k
a bao gồm tất cả các hàm u sao

cho u ∈
k⋂
j=0

C(j)
(
0, T ;Hk−j

a (Ω)
)
. Với mỗi u ∈H k

a và với mỗi t ∈ [0, T ], ta

định nghĩa các chuẩn

‖u(t)‖2
H k
a (Ω) =

k∑
j=0

‖utj(t)‖2
Hk−j
a (Ω)

và ‖u‖H k
a

=
k∑
j=0

‖utj‖C
(

[0,T ];Hk−j
a (Ω)

).
Áp dụng Định lý 1.10, tính chính quy của nghiệm yếu thuộc không gian

Sobolev có trọng của bài toán (3.7)−(3.9) được khẳng định như sau.

Định lý 3.3. Cho k ∈ N, k ≥ 2 và giả thiết rằng htj ∈ C
(
0, T ;Hk−j

a (Ω)
)
,

0 ≤ j ≤ k − 1, htj(x, 0) = 0, 0 ≤ j ≤ k − 2 và k + 1− a < π

ω
, a ∈ [0, 1].

Khi đó nghiệm yếu u của bài toán (3.7)−(3.9) thuộc H k
a và

‖u(t)‖2
H k
a (Ω) ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
H k−1
a (Ω)

ds, t ∈ (0, T ]. (3.56)

Chứng minh. Ta chứng minh Định lý bằng phương pháp quy nạp. Thật

vậy, từ (3.7), ta có

L(x, t, ∂)u = h(x, t)− utt(t). (3.57)

Từ (3.39), ta có utt ∈ H̊1(Ω) ↪→ H0
a(Ω) và theo giả thiết h(t) ∈ H0

a(Ω),

do đó nếu đặt h1(x, t) = h(x, t)− utt(t), thì f1(x, t) ∈ H0
a(Ω), t ∈ [0, T ].

Áp dụng Định lý 1.10, ta có u(t) ∈ H2
a(Ω), ∀t ∈ [0, T ] và

‖u(t)‖H2
a(Ω) ≤ C

(
‖h1(t)‖H0

a(Ω) + ‖u(t)‖L2(Ω)

)
.

Do đó ‖u(t)‖2
H2
a(Ω) ≤ C

(
‖h(t)‖2

H0
a(Ω)+‖utt(t)‖2

H0
a(Ω)+‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
. Ta nhận

thấy

‖u(t)‖2
L2(Ω) ≤ C‖u(t)‖2

H̊1(Ω)
≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
H0
a(Ω)ds.

‖utt(t)‖2
H0
a(Ω) ≤ C‖utt(t)‖2

L2(Ω) ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
H 1
a (Ω)ds.
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‖h(t)‖2
H0
a(Ω) ≤ C

(
‖h(0)‖2

H0
a(Ω) +

t∫
0

‖ht(s)‖2
H0
a(Ω)ds

)

≤ C

t∫
0

‖ht(s)‖2
H 1
a (Ω)ds,

điều này đúng với mọi t ∈ [0, T ]. Do đó

‖u(t)‖2
H2(Ω) ≤ C

t∫
0

‖f(s)‖2
H 1
a (Ω)ds. (3.58)

Áp dụng bất đẳng thức Hardy (xem [7]), ta có

‖ut(t)‖2
H1
a(Ω) =

∫
Ω

(
r2(a−1)|ut(t)|2 + r2a|Dut(t)|2 + |ut(t)|2

)
dx

≤ C‖ut(t)‖2
H̊1(Ω)

≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
H 1
a (Ω)ds. (3.59)

Theo chứng minh trên, ta có

‖utt(t)‖2
H0
a(Ω) ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
H 1
a (Ω)ds. (3.60)

Từ (3.58), (3.59) và (3.60) ta có

‖u(t)‖2
H 2
a (Ω) ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
H 1
a (Ω)ds, ∀t ∈ [0, T ]. (3.61)

Ở đây C là hằng số độc lập với u và h. Do đó Định lý đúng với k = 2.

Giả sử rằng Định lý đúng với k− 1, k ≥ 2, tức là nghiệm yếu u của bài

toán (3.7)−(3.9) thuộc H k−1
a và

‖u(t)‖2
H k−1
a (Ω)

≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
H k−2
a (Ω)

ds.
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Ta chứng minh định lý đúng với k. Thật vậy, ta có

‖u(t)‖2
H k(Ω) = ‖u(t)‖2

Hk(Ω) + ‖ut(t)‖2
H k−1
a (Ω)

. (3.62)

Từ phương trình (3.57), bởi giả thiết h(t) ∈ Hk−1
a (Ω) ↪→ Hk−2

a (Ω) và bởi

khẳng định trong chứng minh ở phần trên, ta thấy utt ∈ Hk−2
a (Ω), nên

h1(t) = h(t) − utt(t) ∈ Hk−2
a (Ω). Do đó, áp dụng Định lý 1.10, u(t) ∈

Hk
a (Ω) và lập luận tương tự như trên, ta nhận được

‖u(t)‖2
Hk
a (Ω) ≤

(
‖h1(t)‖2

Hk−2
a (Ω)

+ ‖u(t)‖2
L2(Ω)

)
≤ C

(
|h(t)‖2

Hk−2
a (Ω)

+ ‖utt(t)‖2
Hk−2
a (Ω)

+ ‖u(t)‖2
L2(Ω)

)
≤ C

(
‖h(t)‖2

Hk−2
a (Ω)

+

t∫
0

‖h(s)‖2
H k−1
a (Ω)

)
. (3.63)

‖h(t)‖2
Hk−2
a (Ω)

≤ C
(
‖h(0)‖2

Hk−2
a (Ω)

+

t∫
0

‖ht(s)‖2
Hk−2
a (Ω)

ds
)

≤ C

t∫
0

‖ht(s)‖2
H k−1
a (Ω)

ds, ∀t ∈ [0, T ]. (3.64)

Kết hợp (3.63) và (3.64), ta thu được

‖u(t)‖2
Hk
a (Ω) ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
H k−1
a (Ω)

ds, ∀ t ∈ [0, T ]. (3.65)

Tiếp theo, ta lấy đạo hàm theo biến t cả hai vế của (3.7), sau đó đặt

ũ = ut, h̃(x, t) = ht(x, t)−uttt−Lt(x, t, ∂)u. Khi đó ta kiểm tra được rằng

ũ là nghiệm của bài toán (3.7)−(3.9). Bởi giả thiết quy nạp, ta thu được

ũ = ut ∈H k−1
a . Thêm nữa, với ∀ t ∈ [0, T ]

‖ut(t)‖2
H k−1
a (Ω)

≤ C

t∫
0

‖h̃(s)‖2
H k−2
a (Ω)

ds ≤
t∫

0

‖h(s)‖2
H k−1
a (Ω)

ds (3.66)

Kết hợp (3.62), (3.65) và (3.66), ta thu được u ∈H k
a và

‖u(t)‖2
H k
a (Ω) ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
H k−1
a (Ω)

ds.
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Định lý được chứng minh.

Bây giờ ta khẳng định sự tồn tại duy nhất và tính chính quy nghiệm

yếu trên [0, T ] của bài toán nửa tuyến tính.

3.1.3. Bài toán nửa tuyến tính

a. Tính duy nhất nghiệm yếu của bài toán nửa tuyến tính

Trong mục này, ta đưa ra bổ đề bổ trợ, khẳng định sự tồn tại duy nhất

nghiệm yếu trên [0, T ](0 < T ≤ ∞) của bài toán (3.4)−(3.6). Hơn nữa, ta

xác định tính chính quy của nghiệm theo biến thời gian.

Bổ đề 3.1. Cho vi ∈ C(ki)
(
0, T ;H l−ki

a (Ω)
)
, i = 1, · · · ,m, ở đây l, ki là

m + 1 số nguyên dương thỏa mãn l ≥ n

2
+ a + 1, 0 ≤ k1 ≤ l − 1, ki ≤

l− 1−
[n

2

]
, i = 2, · · · ,m. Giả thiết rằng các đa chỉ số αi (i = 1, · · · ,m)

thỏa mãn |α1| ≤ l− k1− 1, |αi| ≤ l− ki− 1−
[
n
2

]
, và

m∑
i=1
|αi| ≤ l−

m∑
i=1

ki.

Khi đó

‖raDν1v1 · · ·Dνmvm‖L2(Ω) ≤
m∏
i=1

‖vi‖H l−ki
a (Ω)

. (3.67)

Chứng minh. Áp dụng bất đẳng thức Hölder, ta có

‖raDα1v1 · · ·Dαmvm‖L2(Ω)

≤ ‖r(a+|α1|−l+1+k1)Dα1v1‖L2p1
(Ω) · ‖r(|α2|+k2−1)Dα2v2‖L2p2

(Ω)

· ‖r(|α3|+k3)Dα3v3‖L2p3
(Ω) · · · ‖r(|αm|+km)Dαmvm‖L2pm(Ω), (3.68)

ở đây 1 < p1 <
n

n− 2
, 1 < pi <∞, (i = 2, 3, · · · ,m),

m∑
i=1

1

pi
= 1. Quan

sát vế phải của (3.68), ta có kết quả đánh giá sau:

‖r(a+|α1|−l+1+k1)Dα1v1‖L2p1
(Ω) =

(∫
Ω

r2p1(a+|α1|−l+1+k1)|Dα1v1|2p1dx
) 1

2p1

≤ C
[ ∫

Ω

( ∑
0≤|α1|≤l−1−k1

r2p1(a+|α1|−l+1+k1)|Dα1v1|2p1 + |v1|2p1
)
dx
] 1

2p1

= ‖v1‖V l−1−k1, 2p1a (Ω)
;
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Bởi r = r(x) > 0 là bị chặn và l ≥ n

2
+ a+ 1, nên ta có

‖r|α2|+k2−1Dα2v2‖L2p2
(Ω) =

(∫
Ω

r2p2(|α2|+k2−1)|Dα2v2|2p2dx
) 1

2p2

≤ C
(∫

Ω

r2p2(a+|α2|−l+k2+1+[n2 ])|Dα2v2|2p2dx
) 1

2p2

≤ C
[ ∫

Ω

( ∑
0≤|α2|≤l−k2−1−[n2 ]

r2p2(a+|α2|−l+k2+1+[n2 ])|Dα2v2|2p2 + |v2|2p2
)
dx
] 1

2p2

= C‖v2‖
V
l−k2−1−[

n
2 ], 2p2

a (Ω)
;

‖r|αi|+kiDαivi‖L2pi
(Ω) =

(∫
Ω

r2pi(|αi|+ki)|Dαivi|2pidx
) 1

2pi

≤ C
(∫

Ω

r2pi(a−l+|αi|+ki+1+[n2 ])|Dαivi|2pidx
) 1

2pi

≤ C
[ ∫

Ω

( ∑
0≤|αi|≤l−ki−1−[n2 ]

r2pi(a+|αi|−l+ki+1+[n2 ])|Dαivi|2pi + |vi|2pi
)
dx
] 1

2pi

= C‖vi‖
V
l−ki−1−[

n
2 ], 2pi

a (Ω)
, i = 3, 4, · · · ,m.

Để hoàn tất chứng minh của Định lý, ta còn phải chứng minh

H l−k1
a (Ω) ↪→ V l−k1−1, 2p1

a (Ω), H l−ki
a (Ω) ↪→ V

l−ki−1−[n2 ], 2pi
a (Ω), i = 2, · · · ,m.

Áp dụng Bổ đề 1.7, ta có H l−k1
δ (Ω) = V l−k1,2

δ (Ω) ↪→ V l−k1−1, 2p1
a (Ω). Do

r = r(x) > 0 là bị chặn, nên với mỗi u ∈ H l−k1
δ (Ω),

‖u‖
H
l−k1
δ (Ω)

=
[ ∫

Ω

( ∑
0≤|α|≤l−k1

r2(δ+|α|−l+k1)|Dαu|2 + |u|2
)
dx
] 1

2

=
[ ∫

Ω

( ∑
0≤|α|≤l−k1

r2(δ−a)r2(a+|α|−l+k1)|Dαu|2 + |u|2
)
dx
] 1

2

≤ C
[ ∫

Ω

( ∑
0≤|α|≤l−k1

r2(a+|α|−l+k1)|Dαu|2 + |u|2
)
dx
] 1

2

.

Tức là ‖u‖
H
l−k1
δ (Ω)

≤ C‖u‖
H
l−k1
a (Ω)

. Do đó H l−k1
a (Ω) ↪→ H l−k1

δ (Ω). Ta

thu được H l−k1
a (Ω) ↪→ V l−k1−1, 2p1

a (Ω). Áp dụng Bổ đề 1.7 thêm một lần
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nữa, ta có H l−ki
δ (Ω) = V l−ki,2

δ (Ω) ↪→ V
l−ki−1−[n2 ], 2pi
a (Ω), i = 2, · · · ,m.

Chứng minh tương tự như trên, ta thu được H l−ki
a (Ω) ↪→ H l−ki

δ (Ω). Do đó

H l−ki
a (Ω) ↪→ V

l−ki−1−[n2 ], 2pi
a (Ω), i = 2, · · · ,m.

Ta xét bài toán (3.4)−(3.6) với lớp các hàm f được xác định như sau:

Ta nói rằng hàm f(x, t, v1, · · · , vn+1) thuộc lớp C(k),1(QT × Rn+1) nếu

f ∈ C(k)(QT ×Rn+1) và Dαf(x, t, ·) là hàm liên tục Lipschitz địa phương

theo n + 1 biến v1, · · · , vn+1, với mỗi (x, t) ∈ QT , |α| ≤ k. Cho f ∈
C(k),1(QT × Rn+1) và với mỗi hằng số b ≥ 0, ta kí hiệu

M(b) = max
|α|≤k

sup
(x,t)∈QT

sup
|vi|≤Cb

|Dαf(x, t, v1, · · · , vn+1)|,

ở đây C là hằng số dương đã cho.

Bổ đề 3.2. Cho k ≥ a +
n

2
, f ∈ C(k),1(QT × Rn+1) và cho các hàm

u1, u2 ∈H k+1
a thỏa mãn bất đẳng thức

max
t∈[0,T ],i∈{1,2}

‖ui(t)‖H k+1
a
≤ b, (3.69)

với b ≥ 0 là hằng số. Đặt Fi(x, t) = f(x, t, ui, Dui), i = 1, 2. Khi đó

(i) Fi ∈ H k
a , i = 1, 2 và tồn tại hằng số dương C sao cho với mỗi

t ∈ (0, T ), bất đẳng thức sau thỏa mãn

‖Fi(t)‖H k
a
≤ CM(b)

(
1 + ‖ui(t)‖kH k+1

a

)
, i = 1, 2; (3.70)

(ii) Tồn tại hằng số K(b) > 0 sao cho với mỗi t ∈ (0, T ), ta có

‖F1(t)− F2(t)‖H k
a
≤ K(b) ‖u1(t)− u2(t)‖H k+1

a
(3.71)

Chứng minh. (i) Từ giả thiết k ≥ n

2
+ a, áp dụng Bổ đề 1.6 cùng với

giả thiết (3.69), luôn tồn tại hằng số C > 0 sao cho với i = 1, 2, ta có

|ui(x, t)| ≤ C‖ui(t)‖Hk
a (Ω) ≤ Cb, (x, t) ∈ QT và

|Dui(x, t)| ≤ C‖Dui(t)‖Hk
a (Ω) ≤ C‖ui(t)‖Hk+1

a (Ω) ≤ Cb, (x, t) ∈ QT .

Với i = 1, 2, ta có

‖Fi(t)‖H k
a

=
k∑
j=0

‖Fitj(t)‖C
(

0,T ;Hk−j(Ω)
) =

k∑
j=0

max
0≤t≤T

‖Fitj(t)‖Hk−j(Ω)
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=
k∑
j=0

max
0≤t≤T

[ ∫
Ω

( ∑
|α|≤k−j

r2(a+|α|−(k−j))|DαFitj(t)|2 + |Fi(t)|2
)
dx
] 1

2

.

Quan sát biểu thức trên, ta viết các đạo hàm của Fi như là đạo hàm của

hàm hợp. Bởi f ∈ C(k),1(QT ×Rn+1), suy ra rằng Fi có đạo hàm suy rộng

tới cấp k. Ngoài ra, theo định nghĩa của M(b) và áp dụng Bổ đề 3.1 ta

thu được đánh giá (3.70).

(ii) Ta có

‖F1(t)− F2(t)‖H k
a

=
k∑
j=0

‖F1tj(t)− F2tj(t)‖C
(

0,T ;Hk−j(Ω)
)

=
k∑
j=0

max
0≤t≤T

[ ∫
Ω

(
r2(a+|α−(k−j))|Dα(F1tj−F2tj)(t)|2+|F1(t)−F2(t)|2

)
dx
] 1

2

.

Do f ∈ C(k),1(QT × Rn+1) nên Dαf(x, t, ·) là hàm Lipschitz địa phương

theo n+ 1 biến v1, · · · , vn+1 với mỗi (x, t) ∈ QT , |α| ≤ k. Khi đó áp dụng

(i) và áp dụng Bổ đề 3.1, ta thu được kết quả đánh giá (3.71).

Định lý 3.4. Cho k ≥ a +
n

2
, k + 1 − a <

π

ω
, a ∈ [0, 1] và cho h ∈

H k−1
a , f ∈ C(k−1),1(Qτ × Rn+1) thỏa mãn htj(x, 0) = 0, ftj(x, 0, v, v1) =

0, 0 ≤ j ≤ k−2. Khi đó bài toán (3.4)−(3.6) có duy nhất nghiệm u ∈H k
a

và

‖u‖H k
a
≤ C(1 + ‖h‖H k−1

a
), (3.72)

ở đây C là hằng số độc lập với u.

Chứng minh. Lấy hằng số R > 0 và với bất kì τ > 0, ta xét

Mτ = {u ∈H k
a : u(0) = ut(0) = 0 và ‖u(t)‖H k

a (Ω) ≤ R, ∀ t ∈ (0, τ ]}.

Với mỗi u ∈ Mτ đã được cố định, áp dụng Định lý 3.3, bài toán sau có

duy nhất nghiệm v ∈H k
a

vtt + L(x, t, ∂)v = f(x, t, u,Du) + h(x, t), (x, t) ∈ Qτ ,

v(x, 0) = vt(x, 0) = 0, x ∈ Ω,

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ Sτ .
(3.73)
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Do đó, ta định nghĩa toán tử Φ : Mτ →H k
a , xác định bởi Φ(u) = v, với

v là nghiệm duy nhất của bài toán (3.73) tương ứng với u. Ta sẽ chứng

minh với τ > 0 phù hợp, Φ là ánh xạ co thỏa mãn Φ(Mτ) ⊂ Mτ . Trước

hết, với u ∈ Mτ đã cho, nghiệm tương ứng v = Φ(u) thỏa mãn với tất cả

t ∈ (0, τ ] bất đẳng thức năng lượng (3.56), tức là

‖v(t)‖2
H k
a (Ω) ≤ C

τ∫
0

‖F (s)‖2
H k−1
a (Ω)

ds, với tất cả t ∈ (0, τ ], (3.74)

ở đây F (x, t) = f(x, t, u,Du) + h(x, t). Áp dụng Bổ đề 3.2 ta có

τ∫
0

‖F (x)‖2
H k−1
a (Ω)

ds ≤ τC
[
(1 +R2(k−1))M(R) + ‖h‖H k−1

a

]
.

Ta lựa chọn τ đủ nhỏ sao cho

τC
[
(1 +R2(k−1))M(R) + ‖h‖H k−1

a

]
≤ R2.

Khi đó ta thu được từ (3.74) rằng ‖v(t)‖H k
a (Ω) ≤ R. Điều này chứng tỏ

Φ(Mτ) ⊂Mτ .

Tiếp theo, ta lấy u1, u2 ∈ Mτ . Khi đó ta có các nghiệm tương ứng từ

bài toán (3.73) là v1 = Φ(u1), v2 = Φ(u2). Đặt v = v1−v2, thì v là nghiệm

của bài toán
vtt + L(x, t, ∂)v = f(x, t, u1, Du1)− f(x, t, u2, Du2), (x, t) ∈ Qτ ,

v(x, 0) = vt(x, 0) = 0, x ∈ Ω,

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ Sτ .

Bởi lập luận như trên, áp dụng Bổ đề 3.2, ta thu được

‖Φ(u1)− Φ(u2)‖2
H k
a

= ‖v‖2
H k
a (Ω) ≤ C

τ∫
0

‖F1(s)− F2(s)‖2
H k−1
a (Ω)

ds

≤ CK(b)τ‖u1 − u2‖H k
a
≤ δ‖u1 − u2‖2

H k
a
,

với δ < 1 được xác định từ τ đủ nhỏ. Khi đó ta thu được Φ là ánh xạ co.

Áp dụng nguyên lý ánh xạ co, tồn tại duy nhất nghiệm yếu u đối với bài

toán (3.4)−(3.6) xác định trên [0, τ ]. Định lý được chứng minh.
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Nhận xét 3.1. Trong trường hợp đặc biệt khi hạng tử phi tuyến f có

dạng đơn giản hơn, đó là f = f(x, t, u), Định lý 3.4 cũng thỏa mãn với

k ≥ n

2
+ a. Thêm nữa, Định lý 3.2 là trường hợp đặc biệt của Định lý 3.4

khi F (x, t, u,Du) ≡ 0 trên [0, T ].

b. Ví dụ

Ví dụ 3.1. Cho p ≥ 1 là số thực đã cho. Chúng ta xét bài toán sau
utt + L(x, t, ∂)u+ ϕ(x, t)u|u|p = h(x, t), (x, t) ∈ QT ,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST ,
(3.75)

ở đây QT = Ω× (0, T ), Ω là miền có cạnh, n = 3, T <∞, ϕ ∈ C1(QT ).

Dễ dàng thấy rằng f(x, t, z) = ϕ(x, t)z|z|p ∈ C(1),1(Qt × R), tức là

f, ft, fxi, fz là các hàm Lipschitz liên tục địa phương theo biến z đối với

mỗi (x, t) ∈ QT . Cho k = 2 ≥ 3

2
+a, a ∈

[
0,

1

2

]
, và cho u1, u2 ∈H 2

a thỏa

mãn điều kiện max
t∈[0,T ],i∈{1,2}

‖ui(t)‖H 2
a (Ω) ≤ b, với b > 0 là hằng số đã cho.

Đặt Fi(x, t) = f(x, t, ui), i = 1, 2. Chú ý rằng

‖Fi(t)‖2
H1
a(Ω) =

∫
Ω

|ϕ||ui|2|ui|2pr2(a−1)dx+

∫
Ω

|Dϕ||ui|2|ui|2pr2adx

+

∫
Ω

(1 + p)|ϕ||Dui|2|ui|2pr2adx

≤ C‖ui(t)‖2p
H2
a(Ω)

(∫
Ω

|ϕ||ui|2r2(a−1)dx+

∫
Ω

|Dϕ||ui|2r2adx

+

∫
Ω

(1 + p)|ϕ||Dui|2r2adx
)

≤ C‖ui(t)‖2p
H2
a(Ω)‖ui(t)‖

2
H1
a(Ω) ≤ C‖ui(t)‖2p

H2
a(Ω)‖ui(t)‖

2
H2
a(Ω).

Do đó

‖Fi(t)‖2
H1
a(Ω) ≤ Cbp‖ui(t)‖2

H2
a(Ω). (3.76)
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Ngoài ra, từ

‖Fit(t)‖2
H0
a(Ω) =

∫
Ω

|ϕt||ui|2|ui|2pr2adx+

∫
Ω

(1 + p)|ϕ||uit|2|ui|2pr2adx

≤ C‖ui(t)‖2p
H2
a(Ω)

(
1 + ‖uit‖2

H1
a(Ω)

)
,

ta thu được

‖fit(t)‖H0
a(Ω) ≤ Cbp

(
1 + ‖uit(t)‖2

H1
a(Ω)

)
. (3.77)

Từ (3.76) và (3.77), đưa đến ‖Fi(t)‖2
H 1
a (Ω) ≤ Cbp

(
1 + ‖ui(t)‖2

H 2
a (Ω)

)
. Do

đó, với k = 2, khẳng định (i) của Bổ đề 3.2 thỏa mãn. Lập luận theo

cách tương tự như trên, khẳng định (ii) của Bổ đề 3.2 cũng thỏa mãn với

k = 2. Bởi lập luận tương tự như chứng minh của định lý 3.4, với giả thiết

ω <
π

3− a
, a ∈

[
0,

1

2

]
thì bài toán (3.75) có duy nhất nghiệm u ∈H 2

a và

‖u(t)‖H 2
a
≤ C, ở đây C là hằng số dương độc lập với u.

Tiếp theo, chúng ta xét bài toán Klein-Gordon [56, Mục 10.4] trong

miền có cạnh Ω.

Ví dụ 3.2. Cho q > −λ1 với λ1 > 0 là giá trị riêng nhỏ nhất của toán tử

−∆ trên H−1(Ω), tức λ1 = inf{‖∇u‖2
L2(Ω) : u ∈ H̊1(Ω), ‖u‖L2(Ω)=1}. Ta

xét bài toán 
utt −∆u+ qu− g(x, t, u) = 0 (x, t) ∈ QT ,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 x ∈ Ω,

u|ST = 0.

(3.78)

Khi đó nếu ω <
π

3− a
, a ∈

[
0,

1

2

]
, k ≥ n

2
+ a và hàm g(x, t, v) thuộc

C(k),1(QT ,R), gtj(x, 0, v) = 0, 0 ≤ j ≤ k − 2 thì bài toán (3.78) có duy

nhất nghiệm u ∈ H k
a và ‖u(t)‖H k

a
≤ C, ở đây C là hằng số dương độc

lập với u.

3.2. Bài toán Dirichlet-Cauchy đối với phương trình hyperbolic nửa

tuyến tính trong miền nón có cạnh

3.2.1. Mở đầu

Cho K =
{
x ∈ R3 : x

|x| ∈ Ω
}

là một nón bị chặn có đỉnh tại gốc tọa

độ. Giả thiết rằng biên ∂K bao gồm đỉnh x = 0, các cạnh (các nửa đường
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thẳng) M1, · · · ,Md xuất phát từ đỉnh, các mặt nhẵn (lớp C∞) Γ1, · · · ,Γd
và Ω là một miền kiểu đa giác nằm trên mặt cầu đơn vị S2 tâm tại gốc,

có các đỉnh Pk = Mk ∩ S2 và các cạnh γk = Γk ∩ S2, k = 1, · · · , d. Cho

0 < T <∞, đặt KT = K × (0, T ), ∂KT =
d⋃
i=1

Γi × (0, T ).

Ta xét toán tử vi phân L trên KT được xác định bởi (3.1) với các hệ số

hàm và đạo hàm của chúng bị chặn trên KT . Ngoài ra, ta giả thiết rằng

aij (i, j = 1, · · · , n) liên tục theo x ∈ K, đều theo t ∈ [0, T ], thêm nữa

aij = aji, (i, j = 1, · · · , n) và điều kiện (3.2) thỏa mãn. Tương ứng với

toán tử vi phân ta có dạng song tuyến tính B[u, v; t] trên KT xác định bởi

(3.3) với mọi u, v ∈ H̊1(K).

Ta xét bài toán sau:

utt(x, t) + L(x, t, ∂)u = f(x, t, u) + h(x, t), (x, t) ∈ KT , (3.79)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ K (3.80)

u|∂KT = 0, (3.81)

trong đó f và h là các hàm đã cho.

Định nghĩa 3.2. Một hàm u(x, t) được gọi là nghiệm yếu của bài toán

(3.79)−(3.81) trên [0, T ] nếu u ∈ L2

(
0, T ; H̊1(K)

)
, ut ∈ L2

(
0, T ;L2(K)

)
,

utt ∈ L2

(
0, T ;H−1(K)

)
sao cho u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, ∀x ∈ K và đẳng

thức (
utt(t), v

)
+B

[
u, v; t

]
=
(
f(t, u(t)), v

)
+
(
h(t), v

)
, (3.82)

thỏa mãn với mọi v ∈ H̊1(K) và hầu khắp t ∈ [0, T ].

3.2.2. Bài toán tuyến tính

Trong mục này, ta khẳng định sự tồn tại duy nhất, tính chính quy của

nghiệm yếu trên [0, T ] của bài toán tuyến tính tương ứng với bài toán

(3.79)−(3.81). Các khẳng định nêu ra, chúng ta lập luận tương tự như các

định lý trong mục 3.1.2.
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a. Sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu của bài toán tuyến tính

Khi f(x, t, u) ≡ 0 trên KT , ta có bài toán Dirichlet-Cauchy đối với

phương trình hyperbolic tuyến tính cấp hai trên KT sau đây:

utt(x, t) + L(x, t, ∂)u = h(x, t), (x, t) ∈ KT , (3.83)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ K (3.84)

u|KT = 0. (3.85)

Hàm u(x, t) được gọi là nghiệm yếu của bài toán (3.83)−(3.85) trên [0, T ]

nếu u ∈ L2

(
0, T ;H1(K)

)
, ut ∈ L2

(
0, T ;L2(K)

)
, utt ∈ L2

(
0, T ;H−1(K)

)
sao cho u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 và đẳng thức

〈utt(t), v〉+B[u(t), v; t] =
(
h(t), v

)
(3.86)

thỏa mãn với tất cả v ∈ H̊1(K) và hầu khắp t ∈ [0, T ].

Bây giờ ta đưa ra các định lý nhằm khẳng định sự tồn tại duy nhất và

tính chính quy của nghiệm yếu trên [0, T ] của bài toán (3.83)−(3.85).

Định lý 3.5. Với mỗi h ∈ C
(
0, T ;L2(K)

)
và giả thiết rằng các hệ số của

toán tử L thỏa mãn

sup
1≤i,j≤n

{|aij(x, t)|, |bi(x, t)|, |c(x, t)| : (x, t) ∈ KT} ≤ µ, µ = const.

Khi đó bài toán (3.83)−(3.85) có duy nhất nghiệm yếu u(t), t ∈ [0, T ] thỏa

mãn

‖u(t)‖2
H̊1(K)

+ ‖ut(t)‖2
L2(K) ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
L2(K)ds, (3.87)

với ∀t ∈ (0, T ]. Ở đây C là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào K, T và các

hệ số hàm của toán tử L.

Chứng minh. Nội dung chứng minh của Định lý 3.5 được trình bày tương

tự như nội dung chứng minh của định lý 3.1

b. Tính trơn của nghiệm yếu theo biến thời gian của bài toán tuyến tính

Trong các phát biểu và chứng minh dưới đây, ta sử dụng các giả thiết

sau:
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(T1) Giả sử tồn tại hằng số µ > 0 sao cho

sup
1≤i,j≤n

{|aijts(x, t)|, |bits(x, t)|, |cts(x, t)| : (x, t) ∈ KT , s = 0, 1, 2} ≤ µ.

(T2) Giả sử β ∈ R, δ = (δ1, · · · , δd) ∈ Rd sao cho β, δk ∈ [0, 1], k =

1, · · · , d.

(T3) Giả sử rằng dải đóng các số thực nằm giữa hai đường thẳng λ = −1
2 và

λ = 1
2 − β không chứa các giá trị riêng của toán tử pencil U(λ, t), t ∈

[0, T ]. và −δ(k)
+ < δk − 1 < δ

(k)
− , k = 1, · · · , d.

Lập luận như nội dung chứng minh của định lý 3.2, ta có định lý sau:

Định lý 3.6. Cho m ∈ N, htk ∈ C
(
[0, T ];L2(K)

)
, k = 0, 1, · · · ,m và

giả thiết (T1) thỏa mãn. Khi đó bài toán (3.83)−(3.85) có nghiệm yếu

u(t), t ∈ [0, T ] thỏa mãn

utk ∈ C
(
0, T ; H̊1(K)

)
, k = 0, 1, ·,m, ∀t ∈ [0, T ], (3.88)

m∑
k=0

‖utk(t)‖2
H̊1(K)

+ ‖utm+1‖2
L2(K) ≤ C

m∑
k=0

t∫
0

‖htk(s)‖2
L2(K)ds. (3.89)

Ta định nghĩa không gian H l
β,δ bao gồm tất cả các hàm u sao cho

u ∈
l⋂

j=0
C(j)

(
0, T ;V l−j

β,δ (K). Với mỗi u ∈H l
β,δ và với mỗi t ∈ [0, T ], ta định

nghĩa các chuẩn sau

‖u(t)‖2
l,β,δ =

l∑
j=0

‖utj(t)‖2
V l−jβ,δ (K)

và ‖u‖H l
β,δ

=
k∑
j=0

‖utj‖C(0,T ;V l−jβ,δ (K)).

Bằng việc sử dụng các kết quả trong Định lý 3.6 và Bổ đề 1.11, ta chứng

minh tính chính quy của nghiệm yếu trên [0, T ] trong không gian Sobolev

có trọng, ở đó bất đẳng thức năng lượng được thiết lập.

Định lý 3.7. Giả sử (T1), (T2), (T3) cùng các điều kiện sau thỏa mãn

(i) htk ∈ V 0
β,δ(KT ), k = 0, 1, 2.

(ii) h(x, 0) = 0.
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Nếu u(t) ∈ H̊1(K) là nghiệm yếu trên [0, T ] của bài toán (3.83)−(3.85)
thì u ∈H 2

β,δ và

‖u(t)‖2
2,β,δ ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
1,β,δds, t ∈ [0, T ]. (3.90)

Chứng minh. Từ (3.83), ta có

L(x, t, ∂)u = h(x, t)− utt(t). (3.91)

Từ V 0
β,δ(KT ) ↪→ V −1

0,0 (K), ta có

h(t) ∈ V −1
0,0 (K) ∩ V 0

β,δ(K). (3.92)

Bởi giả thiết (i), htt ∈ V 0
β,δ(KT ) ↪→ L2(KT ). Áp dụng Định lý 3.6, ta có

utt(t) ∈ H̊1(K) ↪→ V̊ 1
0,0(K). Do V̊ 1

0,0(K) ↪→ V 0
β,δ(K) nên utt(t) ∈ V 0

β,δ(K).

Hơn nữa, do V 0
β,δ(K) ↪→ V −1

0,0 (K) nên ta có

utt(t) ∈ V −1
0,0 (K) ∩ V 0

β,δ(K). (3.93)

Từ (3.92) và (3.93), ta thu được

h1(t) = h(t)− utt(t) ∈ V −1
0,0 (K) ∩ V 0

β,δ(K) = V 1−2
0,0 (K) ∩ V 2−2

β,δ (K).

Áp dụng Bổ đề 1.11, phương trình (3.91) có nghiệm u(t) ∈ V 2
β,δ(K) và

‖u(t)‖2
V 2
β,δ(K) ≤ C‖h1(t)‖2

V 0
β,δ(K)

≤ C
(
‖h(t)‖2

V 0
β,δ(K) + ‖utt(t)‖2

V 0
β,δ(K)

)
≤ C

(
‖h(t)‖2

V 0
β,δ(K) + ‖utt(t)‖2

L2(K)

)
. (3.94)

Ta thấy rằng

‖h(t)‖V 0
β,δ(K) ≤ ‖h(0)‖V 0

β,δ(K) +

t∫
0

‖ht(s)‖V 0
β,δ(K)ds =

t∫
0

‖ht(s)‖V 0
β,δ(K)ds.

Suy ra

‖h(t)‖2
V 0
β,δ(K) ≤ C

t∫
0

‖ht(s)‖2
V 0
β,δ(K)ds. (3.95)
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Thêm nữa, từ Định lý 3.6, ta có

‖utt(t)‖2
L2(K) ≤ C

1∑
j=0

t∫
0

‖htj(s)‖2
L2(K)ds. (3.96)

Từ (3.94)−(3.96), ta thu được

‖u(t)‖2
V 2
β,δ(K) ≤ C

t∫
0

‖ht(s)‖2
V 0
β,δ(K)ds+ C

1∑
j=0

t∫
0

‖htj(s)‖2
L2(K)ds. (3.97)

Bởi β, δk ∈ [0, 1] (k = 1, · · · , d), ta có H̊1(K) ↪→ V̊ 1
0,0(K) ↪→ V 1

β,δ(K). Do

đó ‖ut(t)‖2
V 1
β,δ(K) ≤ C‖ut(t)‖2

H̊1(K)
. Sử dụng Định lý 3.6, ta có

‖ut(t)‖2
V 1
β,δ(K) ≤ C

1∑
j=0

t∫
0

‖htj(s)‖2
L2(K)ds; (3.98)

‖utt(t)‖2
V 0
β,δ(K) ≤ ‖utt(t)‖

2
L2(K) ≤ C

1∑
j=0

t∫
0

‖htj(s)‖2
L2(K)ds. (3.99)

Từ (3.97)−(3.99), ta có ‖u(t)‖2
2,β,δ ≤ C

t∫
0

‖h(s)‖2
1,β,δds, ∀ t ∈ [0, T ].

3.2.3. Bài toán nửa tuyến tính

a. Tính duy nhất của nghiệm yếu của bài toán nửa tuyến tính

Đối với hàm f : R3×[0,+∞)×R→ R, (x, t, p) 7→ f(x, t, p), ta ký hiệu

ft(x, t, p) =
∂f

∂t
(x, t, p); fx(x, t, p) =

∂f

∂x
(x, t, p); fp(x, t, p) =

∂f

∂p
(x, t, p).

Để khẳng định sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu trên [0, T ] của bài toán

(3.79)−(3.81), ta cần bổ sung thêm các giả thiết đối với hạng tử phi tuyến

f(x, t, u) như sau: Với hằng số α ∈ [0, 2], ta nói rằng hàm f(x, t, u) thỏa

mãn điều kiện (F) nếu các điều kiện sau đồng thời xảy ra

|fx(x, t, p)| ≤ C|p|α+1; (3.100)

|ft(x, t, p)| ≤ C|p|α+1; (3.101)
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|fp(x, t, p)| ≤ C(1 + |p|α); (3.102)

|f(x, t, p)− f(x, t, q)| ≤ C(|p|α + |q|α)|p− q|; (3.103)

|fx(x, t, p)− fx(x, t, q)| ≤ C(|p|α + |q|α)|p− q|; (3.104)

|ft(x, t, p)− ft(x, t, q)| ≤ C(|p|α + |q|α)|p− q|; (3.105)

|fp(x, t, p)− fp(x, t, q)| ≤ C(|p|α−1 + |q|α−1)|p− q|. (3.106)

Ta nhận thấy rằng nếu f(x, t, 0) = 0, từ (3.103), ta có

|f(x, t, p)| ≤ C|p|α+1. (3.107)

Tương tự, (3.100), (3.101) và (3.102) tương ứng là hệ quả của (3.104),

(3.105) và (3.106) nếu fx(x, t, 0) = 0, ft(x, t, 0) = 0 và fp(x, t, 0) = 0.

Để minh họa sự tồn tại các giả thiết (3.100)−(3.106), ta xét hàm f có

dạng f(x, t, p) = ϕ(x, t)|p|αp, với ϕ ∈ C2(KT ). Ta thấy ftj tồn tại với

j = 0, 1, 2 và f(x, t, 0) = 0. Thêm nữa, ta có

|fx(x, t, p)| = |ϕx(x, t)||p|α+1 ≤ C|p|α+1;

|ft(x, t, p)| = |ϕt(x, t)||p|α+1 ≤ C|p|α+1;

|fp(x, t, p)| = |ϕ(x, t)|(α + 1)|p|α ≤ C|p|α;

|f(x, t, p)− f(x, t, q)|
≤ |ϕ(x, t)|max{|p|, |q|}α|p− q| ≤ C(|p|α + |q|α)|p− q|;

|fx(x, t, p)− fx(x, t, q)|
≤ |ϕx(x, t)|max{|p|, |q|}α|p− q| ≤ C(|p|α + |q|α)|p− q|;

|ft(x, t, p)− ft(x, t, q)|
≤ |ϕt(x, t)|max{|p|, |q|}α|p− q| ≤ C(|p|α + |q|α)|p− q|;

|fp(x, t, p)− fp(x, t, q)|
≤ |ϕ(x, t)|(α + 1)

∣∣|p|α − |q|α∣∣ ≤ C
(
|p|α−1 + |q|α−1

)
|p− q|.

Chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu địa phương, ta cần bổ đề bổ trợ sau:

Bổ đề 3.3. Cho α ∈ [0, 2], giả sử (T2), (F) thỏa mãn và f(x, 0, 0) =

0. Khi đó với mọi u1, u2 ∈ H 2
β,δ sao cho max

t∈[0,T ],i∈{1,2}
‖ui‖H 2

β,δ
≤ R, đặt

Fi(t) = f
(
x, t, ui(t)

)
, i = 1, 2, ta có
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(a) Fi ∈ H 1
β,δ, i = 1, 2 và tồn tại hằng số C > 0 độc lập với u1, u2 sao

cho với mỗi t ∈ [0, T ], i = 1, 2,

‖Fi(t)‖2
1,β,δ ≤ C

(
‖ui(t)‖2

V 2
β,δ(K) + ‖ui(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

)
. (3.108)

(b) Tồn tại hằng số CR > 0 phụ thuộc R sao cho với ∀t ∈ [0, T ],

‖F1(t)− F2(t)‖1,β,δ ≤ CR‖u1(t)− u2(t)‖2,β,δ. (3.109)

Chứng minh. (a). Ta có

‖Fi(t)‖2
1,β,δ = ‖Fi(t)‖2

V 1
β,δ(K) + ‖Fit(t)‖2

V 0
β,δ(K), i = 1, 2. (3.110)

Ta nhận thấy rằng ‖Fi(t)‖2
V 1
β,δ(K) = A+B, trong đó

A =

∫
K

ρ2(β−1)
d∏

k=1

(rk
ρ

)2(δk−1)

|Fi(t)|2dx;

B =

∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|DFi(t)|2dx

(3.111)

Trong (3.111), áp dụng (3.107) và Bổ đề 1.9, ta có

A ≤ C

∫
K

(
ρ2α(β−2+ 1

2 )
d∏

k=1

(rk
ρ

)2α(δk−2+ 1
2 )

|ui(t)|2α
)

×
(
ρ2(β−1)+α(1−2β)

d∏
k=1

(rk
ρ

)2(δk−1)+α(1−2δk)

|ui(t)|2
)
dx.

≤ C‖ui(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

. (3.112)

Thêm nữa, từ giả thiết của α, δk thì α+ 2− 2αδk ≥ 0 và sử dụng (3.100),

(3.102), ta có

B ≤ C
[ ∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|ui(t)|2(α+1)dx

+

∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk(
1 + |ui(t)|2α

)
|Dui(t)|2dx
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≤ C
[ ∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|ui(t)|2(α+1)dx+

∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|Dui(t)|2dx

+

∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|ui(t)|α|Dui(t))|2dx

]
=: C

(
B1 +B2 +B3

)
. (3.113)

Trong (3.113), bởi α ∈ [0, 2], giả thiết (T2) và Bổ đề 1.9, ta có

B1 =

∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|ui(t)|2(α+1)dx ≤ C‖ui(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

.

B2 =

∫
K

(
ρ2(β−1)

d∏
k=1

(rk
ρ

)2(δk−1)

|Dui(t)|2
)(
ρ2

d∏
k=1

(rk
ρ

)2)
dx

≤ C‖ui(t)‖2
V 2
β,δ(K).

B3 =

∫
K

(
ρ2α(β−2+ 3

2 )
d∏

k=1

(rk
ρ

)2α(δk−2+ 3
2 )

|ui(t)|2α
)

×
(
ρ2β+α−2αβ

d∏
k=1

(rk
ρ

)2δk+α−2αδk
|Dui(t)|2

)
dx

≤ C‖ui(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

.

Do đó

B ≤ C
(
‖ui(t)‖2

V 2
β,δ(K) + ‖ui(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

)
. (3.114)

Từ (3.111), (3.112) và (3.114), ta có

‖Fi(t)‖2
V 1
β,δ(K) ≤ C

(
‖ui(t)‖2

V 2
β,δ(K) + ‖ui(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

)
, i = 1, 2. (3.115)

Tiếp theo, ta có

‖Fit(t)‖2
V 0
β,δ(K) ≤ C

[ ∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|ft
(
x, t, ui(t)

)
|2dx

+

∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|fp
(
x, t, ui(t)

)
|2|uit(t)|2dx

]
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=: C(M +N). (3.116)

Trong biểu thức (3.116), áp dụng (3.101) và Bổ đề 1.9, ta có

M ≤ C
(∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|ui(t)|2(α+1)dx

)

≤ C
[ ∫
K

ρ2(α+1)(β−2)
d∏

k=1

(rk
ρ

)2(α+1)(δk−2)

|ui(t)|2(α+1)dx
]

≤ C‖ui(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

. (3.117)

Thêm nữa, sử dụng (3.102), ta có

N ≤ C
[ ∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|uit(t)|2dx

+

∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|ui(t)|2α|uit(t)|2dx

]
=: C

(
N1 +N2

)
. (3.118)

Trong (3.118), sử dụng α ∈ [0, 2], (T2) và áp dụng Bổ đề 1.9, ta có

N1 =

∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|uit(t)|2dx ≤ C‖uit‖2

V 1
β,δ(K). (3.119)

N2 =

∫
K

ρ2α(β−2+ 3
2 )

d∏
k=1

(rk
ρ

)2α(δk−2+ 3
2 )

|ui(t)|2α

× ρ2
(
β−αβ+α

2

) d∏
k=1

(rk
ρ

)2
(
δk−αδk+α

2

)
|uit(t)|2dx

≤ C‖ui(t)‖2α
V 2
β,δ(K)‖uit‖

2
V 1
β,δ(K). (3.120)

Từ (3.118)−(3.120), ta có

N ≤ C
(
‖uit‖2

V 1
β,δ(K) + ‖ui(t)‖2α

V 2
β,δ(K)‖uit‖

2
V 1
β,δ(K)

)
. (3.121)
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Từ (3.116), (3.117) và (3.121), ta thu được với mỗi i = 1, 2 rằng

‖Fit(t)‖2
V 0
β,δ(K)

≤
[
‖uit‖2

V 1
β,δ(K) + ‖ui(t)‖2α

V 2
β,δ(K)‖uit‖

2
V 1
β,δ(K) + ‖ui(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

]
. (3.122)

Từ (3.110), (3.115) và (3.122), với mỗi i = 1, 2 ta có

‖Fi(t)‖2
1,β,δ ≤ C

[
‖uit‖2

V 1
β,δ(K) + ‖ui(t)‖2α

V 2
β,δ(K)‖uit‖

2
V 1
β,δ(K)

+ ‖ui(t)‖2
V 2
β,δ(K) + ‖ui(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

]
≤ C

[
‖u(t)‖2

V 2
β,δ(K) + ‖u(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

]
. (3.123)

Kết luận (3.108) được chứng minh.

(b). Ta thấy rằng

‖F1(t)− F2(t)‖2
1,β,δ

= ‖F1(t)− F2(t)‖2
V 1
β,δ(K) + ‖F1t(t)− F2t(t)‖2

V 0
β,δ(K). (3.124)

Lập luận tương tự như chứng minh trong phần (a), ta thu được

‖F1(t)− F2(t)‖2
V 1
β,δ(K) ≤ C

(
1 + ‖u2(t)‖2

V 2
β,δ(K) + ‖u1(t)‖2α

V 2
β,δ(K)

)
× ‖u1(t)− u2(t)‖2

V 2
β,δ(K). (3.125)

‖F1t(t)− F2t(t)‖2
V 0
β,δ(K) ≤ C

(
1 + ‖u2t(t)‖2

V 1
β,δ(K)

)
‖u1(t)− u2(t)‖2

V 2
β,δ(K)

+ C
(
1 + ‖u1(t)‖2α

V 2
β,δ(K)

)
‖u1t(t)− u2t(t)‖2

V 1
β,δ(K). (3.126)

Từ (3.124), (3.125) và (3.126), bởi giả thiết max
t∈[0,T ],i∈{1,2}

‖ui(t)‖H 2
β,δ
≤ R,

ta kết luận được rằng ‖F1(t)− F2(t)‖2
1,β,δ ≤ CR‖u1(t)− u2(t)‖2

2,β,δ.

Định lý 3.8. Cho α ∈ [0, 2], giả sử (T1), (T2), (T3), (F) thỏa mãn và

h ∈ L2

(
0, T ; H 1

β,δ

)
;htk ∈ V 0

β,δ(KT ), k = 0, 1, 2; f(x, 0, 0) = 0;h(x, 0) = 0.

Khi đó bài toán (3.79)−(3.81) có duy nhất nghiệm yếu u ∈ H 2
β,δ trên

[0, τ ], 0 < τ ≤ T và

‖u‖2
H 2
β,δ
≤ C

(
1 + ‖h‖2

L2(0,T ;H 1
β,δ)

)
, (3.127)

ở đây C là hằng số dương không phụ thuộc u.
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Chứng minh. Lấy hằng số dương R và τ ∈ [0, T ] bất kỳ, ta xét tập hợp

Mτ =
{
u ∈H 2

β,δ : u(0) = ut(0) = 0, ‖u(t)‖2,β,δ ≤ R, ∀t ∈ (0, τ ]
}
.

(3.128)

Áp dụng Định lý 3.7, với mỗi u ∈Mτ thì bài toán
vtt + L(x, t, ∂)v = f(x, t, u) + h(x, t), (x, t) ∈ Kτ ,
v(x, 0) = vt(x, 0) = 0, x ∈ K,
v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Kτ ,

(3.129)

có duy nhất nghiệm v ∈H 2
β,δ. Do đó tồn tại ánh xạ

Φ : Mτ →H 2
β,δ u 7→ Φ(u) = v.

Ta sẽ khẳng định rằng với cách chọn τ > 0 phù hợp thì Φ là ánh xạ co

thỏa mãn Φ(Mτ) ⊂Mτ .

1. Trước hết với mỗi u ∈ Mτ đã chọn, nghiệm tương ứng v = Φ(u) của

bài toán (3.129) thỏa mãn với mọi t ∈ [0, τ ] bất đẳng thức

‖v(t)‖2
2,β,δ ≤ C

t∫
0

‖F (s)‖2
1,β,δds ≤ C

τ∫
0

‖F (s)‖2
1,β,δds, (3.130)

ở đây F (t) = f(x, t, u) + h(x, t). Áp dụng Bổ đề 3.3, ta có

τ∫
0

‖F (s)‖2
1,β,δds ≤ Cτ

(
R2 +R2(α+1)

)
+ C‖h‖2

L2(0,τ ;H 1
β,δ)
,

trong đó C > 0 là hằng số độc lập với u. Khi đó với τ > 0 đủ nhỏ sao

cho Cτ
(
R2 +R2(α+1)

)
+C‖h‖2

L2(0,τ ;H 1
β,δ)
≤ R2, ta có ‖v(t)‖2,β,δ ≤ R, ∀t ∈

(0, τ ]. Điều này chứng tỏ Φ(Mτ) ⊂Mτ .

2. Tiếp theo, ta lấy u1, u2 ∈Mτ . Khi đó Bài toán (3.129) có nghiệm tương

ứng duy nhất v1 = Φ(u1), v2 = Φ(u2). Đặt v = v1 − v2 thì v là nghiệm

của bài toán
vtt + L(x, t, ∂)v = F1(x, t)− F2(x, t), (x, t) ∈ Kτ ,
v(x, 0) = vt(x, 0) = 0, x ∈ K,
v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Kτ ,

(3.131)
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ở đây Fi(t) = f(x, t, ui), i = 1, 2. Lập luận tương tự như trên và áp dụng

Bổ đề 3.3, ta có

‖Φ(u1)− Φ(u2)‖2,β,δ = ‖v(t)‖2
2,β,δ ≤ C

τ∫
0

‖F1(s)− F2(s)‖2
1,β,δds

≤ CRτ‖u1(t)− u2(t)‖2
2,β,δ. (3.132)

Do đó ‖Φ(u1) − Φ(u2)‖2,β,δ ≤ δ‖u1(t) − u2(t)‖2,β,δ, ∀ t ∈ (0, τ ] với hằng

số 0 < δ < 1 được chọn từ τ > 0 đủ nhỏ. Khi đó Φ là ánh xạ co thỏa mãn

Φ(Mτ) ⊂Mτ . Áp dụng nguyên lý ánh xạ co, tồn tại duy nhất u ∈Mτ thỏa

mãn Φ(u) = u. Vậy bài toán (3.79)−(3.81) có duy nhất nghiệm u ∈ Mτ

và ‖u(t)‖2
2,β,δ ≤ C

(
1 + ‖h‖2

L2(0,T ;H 1
β,δ)

)
, ∀ t ∈ (0, τ ].

Trước khi đưa ra khẳng định sự tồn tại duy nhất nghiệm của bài toán

(3.79)−(3.81) trên đoạn [0, T ], ta có bổ đề sau

Bổ đề 3.4. Cho g : [0,+∞) → [0,+∞) là hàm không giảm và tồn

tại ε > 0 sao cho g|[0,ε] ∈ C1([0, ε]), g(0) = g′(0) = 0. Khi đó tồn tại

0 < ε1 < ε2 phụ thuộc số b > 0 nào đó và ε1 là duy nhất thỏa mãn

b+Mg(x) > x, với 0 ≤ x < ε1, (3.133)

b+Mg(x) < x, với ε1 < x < ε2 (3.134)

với b đủ nhỏ.

Chứng minh. Đặt f(x) = b + Mg(x) − x. Nhận thấy f là hàm liên tục

trên [0,+∞). Ta có f ′(0) = −1 < 0 nên tồn tại ε > 0 sao cho f ′(x) <

0, ∀ 0 ≤ x ≤ ε. Điều này đưa đến f là hàm nghịch biến trên [0, ε].

Ta có g là hàm không giảm nên g(x) ≤ g(ε) = C, ∀x ∈ [0, ε]. Từ

f ′(x) < 0, ∀ 0 ≤ x ≤ ε, ta có g′(x) <
1

M
, ∀ 0 ≤ x ≤ ε.

Áp dụng định lý Lagrange đối hàm g trên [0, ε], ta có g(ε) = g(ε) −
g(0) = g′(ξ)ε <

1

M
ε. Do đó ε > MC. Ta chọn ε2 sao cho MC < ε2 < ε.

Khi đó với b > 0 đủ nhỏ thì MC < ε2− b < ε. Suy ra g(ε) = C <
ε2 − b
M

.

Do đó g(ε2) <
ε2 − b
M

. Từ đây ta thu được f(ε2) < 0. Từ f(0) = b > 0
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cùng với tính nghịch biến của f trên [0, ε] nên f nghịch biến trên [0, ε2].

Do đó, bởi tính liên tục của f nên tồn tại duy nhất ε1 ∈ (0, ε2) sao cho

f(ε1) = 0. Từ đây ta thu được (3.133) và (3.134).

Định lý 3.9. Giả sử các giả thiết trong Định lý 3.8 thỏa mãn. Khi đó bài

toán (3.79)−(3.81) có duy nhất nghiệm yếu u ∈H 2
β,δ trên [0, T ] và

‖u(t)‖2
2,β,δ ≤ C

(
1 + ‖h‖2

L2(0,T ;H 1
β,δ)

)
, ∀ t ∈ (0, T ],

ở đây C là hằng số độc lập với u.

Chứng minh. Gọi u ∈Mτ , τ ∈ [0, T ] là nghiệm của bài toán (3.79)-(3.81).

Áp dụng Bổ đề 3.3, và Định lý 3.8, ta có

‖u(t)‖2
2,β,δ ≤ C‖h‖2

L2(0,T ;H 1
β,δ)

+ CT
(
‖u(t)‖2

V 2
β,δ(K) + ‖u(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

)
,

≤ b+M
(
‖u(t)‖2

V 2
β,δ(K) + ‖u(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

)
,

đúng với ∀ t ∈ [0, τ ], ở đây b = C‖h‖2
L2(0,T ;H 1

β,δ)
,M = CT.

Đặt σ(τ) = sup
0≤t≤τ

‖u(t)‖2,β,δ, ta thu được

σ(t) ≤ b+Mg(σ(t)), (3.135)

ở đây g(s) = s2 + s2(α+1). Rõ ràng hàm g thỏa mãn Bổ đề 3.4, vì vậy tồn

tại 0 < ε1 < ε2 phụ thuộc b và ε1 là duy nhất sao cho

b+Mg(x) > x, với 0 ≤ x < ε1,

b+Mg(x) < x, với ε1 < x < ε2.

với b đủ nhỏ. Nếu ta giả thiết σ(0) = b < ε1 thì σ(τ) ≤ ε1, ∀ τ > 0. Thật

vậy, giả sử σ(τ1) > ε, với τ1 > 0 nào đó. Khi đó bởi tính liên tục của σ

nên tồn tại τ2 < τ1 mà ε1 < σ(τ2) < ε2. Do đó (3.135) không thỏa mãn

đối với τ2. Vậy điều giả sử là sai.

Với kết quả trên, bài toán (3.79)−(3.81) có nghiệm yếu trên [0, τ ] (0 <

τ ≤ T ) bị chặn bởi hằng số dương độc lập với biến t. Áp dụng phương pháp

thác triển nghiệm, bài toán (3.79)−(3.81) có duy nhất nghiệm yếu u(t) xác

định trên [0, T ] và ‖u(t)‖2
2,β,δ ≤ C

(
1 + ‖h‖2

L2(0,T ;H 1
β,δ)

)
, ∀ t ∈ (0, T ].
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b. Ví dụ

Để khẳng định sự tồn tại của bài toán (3.79)−(3.81), ta xét ví dụ sau:

Ví dụ 3.3. Trên nón K có cạnh trong R3,KT = K × (0, T ), 0 < T <∞,
ta xét bài toán sau

utt + L(x, t, ∂)u+ ϕ(x, t)|u|αu = h(x, t), (x, t) ∈ KT ,
u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ∈ K,
u∂K = 0,

(3.136)

Ta giả thiết rằng α ∈ [0, 2], ϕ ∈ C2(KT ), h ∈ L2(0, T ; H 1
β,δ) và (T1), (T2),

(T3) thỏa mãn.

Ta thấy f(x, t, p) = ϕ(x, t)|p|αp có các đạo hàm ftj (j = 0, 1, 2) tồn tại

và f(x, 0, 0) = 0. Thêm nữa, ta có

|f(x, t, p)| = |ϕ(x, t)||p|α+1 ≤ C|p|α+1;

|fx(x, t, p)| = |ϕx(x, t)||p|α+1 ≤ C|p|α+1;

|ft(x, t, p)| = |ϕt(x, t)||p|α+1 ≤ C|p|α+1;

|fp(x, t, p)| = |ϕ(x, t)|(α + 1)|p|α ≤ C|p|α;

|f(x, t,p)− f(x, t, q)|
≤ |ϕ(x, t)|(α + 1) max{|p|, |q|}α|p− q| ≤ C(|p|α + |q|α)|p− q|;

|fx(x, t,p)− fx(x, t, q)|
≤ |ϕx(x, t)|(α + 1) max{|p|, |q|}α|p− q| ≤ C(|p|α + |q|α)|p− q|;

|ft(x, t,p)− ft(x, t, q)|
≤ |ϕt(x, t)|(α + 1) max{|p|, |q|}α|p− q| ≤ C(|p|α + |q|α)|p− q|;

|fp(x, t,p)− fp(x, t, q)|
≤ |ϕ(x, t)|(α + 1)

∣∣|p|α − |q|α∣∣ ≤ C
(
|p|α−1 + |q|α−1

)
|p− q|.

Bây giờ, ta lấy u1, u2 ∈ H 2
β,δ thỏa mãn max

t∈[0,T ],i∈{1,2}
‖ui‖H 2

β,δ
≤ R và đặt

F (t) = f(x, t, u). Khi đó ta có

‖Fi(t)‖2
V 1
β,δ(K) =

∫
K

ρ2(β−1)
d∏

k=1

(rk
ρ

)2(δk−1)

|ϕ|2|ui(t)|2(α+1)dx
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+

∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|Dϕ||ui(t)|2(α+1)dx

+ (α + 1)

∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|ϕ||Dui(t)|2|u(t)|2αdx

≤ C‖ui(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

,

ở đây C là hằng số dương độc lập với ui.

‖Fit(t)‖2
V 0
β,δ(K) ≤

∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δ

|ϕt|2|ui(t)|2(α+1)dx

+ (α + 1)

∫
K

ρ2β
d∏

k=1

(rk
ρ

)2δk
|ϕ||uit(t)|2|ui(t)|2αdx

≤ C‖ui(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

.

Ở đây C là một hằng số dương độc lập với u. Do đó

‖Fi(t)‖2
1,β,δ ≤ C‖ui(t)‖2(α+1)

V 2
β,δ(K)

, ∀t ∈ [0, T ]

với C là hằng số dương độc lập với t và ui. Lập luận tương tự, ta có

‖F1(t)− F2(t)‖1,β,δ ≤ CR‖u1(t)− u2(t)‖2,β,δ, t ∈ [0, T ],

ở đây CR là hằng só dương phụ thuộc R. Vì vậy, (a) và (b) trong Bổ

đề 3.3 thỏa mãn. Lập luận tương tự như Định lý 3.8, bài toán (3.136)

có duy nhất nghiệm yếu u(t), t ∈ [0, τ ], 0 < τ ≤ T. Từ các kết quả

trên, ta có bất đẳng thức σ(t) ≤ b + Mg(σ(t)),∀t ∈ [0, T ], ở đây σ(t) =

sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)‖2
V 2
β,δ(K), g(s) = sα+1. Lập luận tương tự như Định lý 3.9, bài

toán (3.136) có nghiệm yếu u(t), t ∈ [0, T ].

Trước khi đưa ra ví dụ tiếp theo, chúng ta xác định các toán tử pencil

Ak(λ) và U(λ) sinh bởi bài toán{
−∆u = f trong K,
u = 0 trên Γj, j = 1, · · · , d.

(3.137)

Trước hết, ta nhắc lại toán tử Laplace-Beltrami và giá trị riêng của toán tử

này. Cho Ω là một tập con mở của mặt cầu đơn vị Sn−1 trong Rn, n ≥ 3,
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với biên ∂Ω. Thêm nữa, cho K là một nón bị chặn

K =
{
x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn : ω =

x

|x|
∈ Ω

}
.

Ta kí hiệu ρ = ρ(x) = |x|. Ta quan tâm tới nghiệm của bài toán Dirichlet{
−∆U = 0 trong K,
U = 0 trên ∂K \ {0}.

(3.138)

Nghiệm của bài toán này có dạng

U(x) = ρλu(ω), (3.139)

ở đây λ là một số phức. Nếu K = Rn \ {0}, khi đó Ω = Sn−1, thì (3.138)

được xét mà không cần tới điều kiện biên.

Bởi hệ tọa độ cầu ρ, η1, · · · , ηn−1 thì tọa độ Cartesian (x1, x2, · · · , xn)
được biến đổi thành

x1 = ρ cos η1,

x2 = ρ sin η1 cos η2,
...

xn−1 = ρ sin η1 sin η2 · · · sin ηn−2 cos ηn−1,

xn = ρ sin η1 sin η2 · · · sin ηn−2 sin ηn−1,

ở đây η1, · · · , ηn−2 ∈ [0, π], ηn−1 ∈ [0, 2π]. Khi đó ta có

∆ =
∂2

∂ρ2
+
n− 1

ρ

∂

∂ρ
+

1

ρ2
δ, (3.140)

với

δ =
n−1∑
j=1

1

qj(sin ηj)n−j−1

∂

∂ηj

(
(sin ηj)

n−j−1 ∂

∂ηj

)
, (3.141)

q1 = 1, qj = (sin η1 sin η2 · · · sin ηj−1)
2, j = 2, · · · , n− 1. (3.142)

Toán tử δ được gọi là toán tử Laplace-Beltrami, gọi tắt là toán tử Beltrami.

Khi này U là nghiệm của (3.138) nếu và chỉ nếu hàm ρ2−nU(x/ρ2) là

nghiệm của (3.138). Phép biến đổi U(x)→ ρ2−nU(x/ρ2) được gọi là phép

biến đổi Kelvin. Thay (3.139) vào (3.138), ta có{
−δu− λ(λ+ n− 2)u = 0 trong Ω,

u = 0 trên ∂Ω.
(3.143)
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Ta đưa ra chuẩn

‖u‖W̊ 1,2(Ω) =
(∫

Ω

n−1∑
j=1

1

qj

∣∣∣ ∂u
∂ηj

∣∣∣2dω) 1
2

, (3.144)

ở đây dω = sinn−2 η1 sinn−3 η2 · · · sin ηn−2dη1 · · · dηn−1 là độ đo trên Ω. Ta

có

−
∫
Ω

δu · udω = ‖u‖2
W̊ 1,2(Ω)

với mọi u ∈ C∞0 (Ω). Gọi W 1,2(Ω) là không gian Sobolev với chuẩn

‖u‖W 1,2(Ω) =
(
‖u‖2

L2(Ω) + ‖u‖2
W̊ 1,2(Ω)

) 1
2

và gọi W̊ 1,2(Ω) là bao đóng của C∞0 (Ω) tương ứng với chuẩn (3.144). Không

gian W−1,2(Ω) được gọi là không gian đối ngẫu của W̊ 1,2(Ω) tương ứng

với tích trong trong L2(Ω). Khi đó ta xác định được toán tử

−δ − λ(λ+ n− 2) : W̊ 1,2(Ω)→ W−1,2(Ω)

của bài toán (3.143), được kí hiệu là U(λ). Ở đây δ được hiểu như là mở

rộng của Friedrichs của toán tử vi phân (3.141) xác định trên C∞0 (Ω).

Toán tử −δ là tự liên hợp, không âm và có phổ rời rạc. Rõ ràng rằng λ là

một giá trị riêng của toán tử pencil U nếu và chỉ nếu λ(λ + n− 2) là giá

trị riêng của toán tử −δ.

Cho {Λj}j≥1 là dãy không giảm các giá trị riêng của toán tử −δ đếm

được với số mũ của chúng. Thêm nữa, gọi {ϕj}j≥1 là cơ sở trực chuẩn

trong L2(Ω) đồng thời là dãy các hàm riêng tương ứng với các giá trị riêng

Λj. Khi đó

λ±j = 1− n

2
±
√(

1− n

2

)2

+ Λj, j = 1, 2, · · · , (3.145)

là các giá trị riêng của toán tử pencil U và v±j = ϕj là các hàm riêng tương

ứng. Từ chỗ Λj ≥ 0, ta có λj ≥ 0 và λ−j ≤ 2 − n với j = 1, 2, · · · . Đặc

biệt dải số thực
∣∣∣Re λ− 1 + n

2

∣∣∣ <√(1− n
2

)2

+ Λ1 không chứa các giá trị

riêng của U.
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Trong nón bị chặn K ⊂ R3, xét toán tử L(Dx) = −∆, ta có bài toán

Dirichlet {
−∆u = f trong K,
u = 0 trên ∂K.

(3.146)

Các toán tử pencil Ak(λ),U(λ) sinh bởi bài toán Dirichlet{
−∆u = f trong K,
u = 0 trên Γj, j = 1, · · · , d

(3.147)

được xác định như sau:

- Đối với toán tử Ak(λ) : Ta lấy Mk là một cạnh nào đó của nón K
trong R3. Gọi Γk+,Γk− là các mặt của nón K có chung cạnh Mk. Kí hiệu

Γ0
k+
,Γ0

k−
tương ứng là hai nửa mặt phẳng tiếp xúc với Γk+,Γk− tại Mk và

có bờ là Mk. Ta thu được nhị diện Dk sinh bởi Γ0
k+
,Γ0

k−
có cạnh Mk. Gọi

θk với 0 < θk ≤ 2π, là góc mở của Dk. Ta xét bài toán Dirichlet sau{
−∆u = f trong K,
u = 0 trên Γ0

k±
.

(3.148)

Toán tử pencil tương ứng sinh bởi bài toán (3.148), kí hiệu Ak(λ) với λ là

số phức bất kì. Ta gọi r, ϕ là tọa độ cực trong phẳng trực giao với Mk sao

cho ϕ = ϕ(x) = ±θk
2 với x ∈ Γ0

k±
và r = dist(x,Mk) với x ∈ K. Khi đó

toán tử pencil Ak(λ) được xác định bởi Ak(λ)U(ϕ) = r2−λ(−∆)(rλU(ϕ)).

Từ (3.140), ∆U =
∂2U

∂r2
+

1

r

∂U

∂r
+

1

r2

∂2U

∂ϕ2
. Ta có Ak(λ) = − d2

dϕ2
− λ2 ánh

xạ từ W 2,2
(
− θk

2 ,
θk
2

)
∩ W̊ 1,2

(
− θk

2 ,
θk
2

)
→ L2

(
− θk

2 ,
θk
2

)
. Áp dụng kết

quả trong [53, Chapter 2], các giá trị riêng của Ak(λ) là λj = j
π

θk
, j =

±1,±2, · · · . Từ đây các số dương δ
(k)
+ và δ

(k)
− được chọn tốt nhất sao cho

dải −δ(k)
− < Re λ < δ

(k)
+ không chứa giá trị riêng nào của toán tử pencil

Ak(λ) là

δ
(k)
− = δ

(k)
+ =

π

θk
. (3.149)

- Đối với toán tử pencil U(λ) : Với mỗi λ ∈ C, ta định nghĩa toán tử phụ

thuộc λ, L(λ)U = ρ2−λ(−∆)(ρλU(ω)), ở đây ρ = ρ(x) = |x|, ω = ω(x) =
x
|x| , x ∈ K, U là hàm xác định trên Ω của nón K. Ta định nghĩa toán tử
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pencil U(λ) xác định bởi U(λ) : W̊ 1,2(Ω) = V̊ 1,2
0 (Ω) → W−1,2(Ω), U 7→

−∆U. Ta có toán tử Beltrami −δ = ∂2

∂φ2 trên Ω. Từ (3.145), giá trị riêng

của U(λ) xác định bởi λ±k = −1

2
±
√

Λk +
1

4
. Khi đó khoảng đóng [−1; 0]

không chứa các giá trị riêng của U(λ).

Từ các kết quả đạt được đối với toán tử Ak và U trên nón bị chặn

K ⊂ R3, các giả thiết (T2), (T3) được xác định rõ như sau:

(T∗) Giả sử β ∈ R, δ = (δ1, · · · , δd) ∈ Rd sao cho

β ∈
[
0,

1

2

]
,− π

θk
< δk − 1 <

π

θk
, k = 1, 2, · · · , d.

Bây giờ chúng ta xét phương trình Sine-Gordon trong nón có cạnh.

Ví dụ 3.4. 
utt −∆u = sinu (x, t) ∈ KT ,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 x ∈ K,
u|∂KT = 0.

(3.150)

Ta có f(x, t, p) = sin p, h(x, t) ≡ 0 trên KT . Do đó nghiệm yếu của bài

toán tồn tại duy nhất trên [0, T ]. Áp dụng Định lý 3.7, giả sử (T∗) thỏa

mãn và nếu u(t) ∈ H̊1(K) là nghiệm yếu của bài toán (3.150) thì u ∈H 2
β,δ

và ‖u(t)‖2
2,β,δ ≤ C

t∫
0

‖f(s)‖2
1,β,δds, t ∈ [0, T ]. Bây giờ ta giả thiết rằng

α = 0 thì hàm F (t) := f(x, t, u) = sinu thỏa mãn Bổ đề 3.3. Áp dụng

Định lý 3.9, bài toán có nghiệm yếu trên [0, T ].

Kết luận chương 3

Sử dụng phương pháp xấp xỉ Galerkin, áp dụng bài toán elliptic trong

miền đa diện và nguyên lý điểm bất động, chúng tôi khẳng định tồn tại duy

nhất, biểu diễn tính chính quy của nghiệm yếu trên [0, T ] (0 < T < ∞)

trong không gian Sobolev có trọng H k
a ,H

2
β,δ của bài toán Dirichlet-Cauchy

đối với phương trình hyperbolic nửa tuyến tính cấp hai trong các miền có

cạnh và nón có cạnh. Trong phương trình của bài toán chúng tôi xét lớp

các hàm F (x, t, u,Du), F (x, t, u). Vì vậy kết quả đạt được đã thể hiện qua

tính tổng quát của phương trình so với [58].
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Chương 4

PHƯƠNG TRÌNH TRUYỀN SÓNG NỬA TUYẾN TÍNH

VỚI CẤU TRÚC TẮT DẦN

Trong chương này chúng tôi nghiên cứu bài toán giá trị ban đầu không

địa phương trong lớp phương trình vi phân cấp hai nửa tuyến tính trong

không gian Banach với cấu trúc tắt dần, đây là một dạng trừu tượng của

bài toán biên ban đầu đối với phương trình truyền sóng với cấu trúc tắt

dần. Bằng việc sử dụng độ không compact phù hợp trên không gian các

hàm nhận giá trị trong không gian Banach liên tục bị chặn trên R+ và

định lý ánh xạ nén trong [4, 45], chúng tôi chứng minh sự tồn tại nghiệm

mềm phân rã theo tốc độ mũ của bài toán.

4.1. Thiết lập bài toán

Trước khi thiết lập bài toán đối với phương trình truyền sóng với cấu

trúc tắt dần, ta xét các ví dụ sau:

4.1.1. Ví dụ mở đầu

1. Cho Ω ⊂ Rn là miền bị chặn với biên ∂Ω đủ trơn. Ta xét bài toán

sau:

utt(t, x)− ρ∆xut(t, x) + ∆2
xu(t) = f(t, x, u(t, x)), t > 0, x ∈ Ω, (4.1)

u(0, x) +

∫
Ω

k(x, y)u(0, y)dy = ϕ(x), x ∈ Ω, (4.2)

ut(0, x) +
n∑
i=1

Ciu(ti, x) = ψ(x), x ∈ Ω, (4.3)

u|∂Ω = 0 (4.4)

ở đây f : R+×Ω×R→ R là hàm liên tục, ϕ ∈ H̊1(Ω)∩H2(Ω), ψ ∈ L2(Ω)

và k ∈ L2(Ω× Ω) sao cho ∆xk ∈ L2(Ω× Ω). Bằng cách đặt X = L2(Ω),

toán tử A = −∆x có miền xác định D(A) = H̊1(Ω)∩H2(Ω). Theo Ví dụ
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1.3 thì −A sinh ra C0−nửa nhóm {T (t)}t≥0 giải tích, compact và ổn định

mũ. Chúng ta viết

u(t) = u(t, ·), f(t, v) = f(t, ·, v(·)),

g(u) =

∫
Ω

k(·, y)u(0, y)dy, h(u) =
n∑
i=1

Ciu(ti, ·).

Khi đó, bài toán (4.1)-(4.4) có dạng tổng quát sau đây:

utt(t) + ρAut(t) +A2u(t) = f(t, u(t)), t > 0 (4.5)

u(0) + g(u) = x0, ut(0) + h(u) = y0, (4.6)

2. Bây giờ ta xét bài toán (4.1)-(4.4) đối với miền Ω bị chặn trong R2

với biên ∂Ω chứa gốc x = 0 và nó là trơn trừ điểm x = 0. Trong lân

cận điểm gốc x = 0, miền Ω trùng với góc Cω = {(r cos θ, r sin θ) : r >

0, 0 < θ < ω} với độ mở ω ∈ (0, π). Sử dụng các ký hiệu và kết quả

trong [61], ta thấy tập Λ =
{
± kπ

ω , k ∈ N∗
}

là tập cực điểm của toán

tử L(λ) = L(ω, r∂r,Dω) = r2∆, r = |x|, ω = x
|x| (xem [51, 6.1.8. Ví dụ,

trang 209]). Do đó tập hợp Λ0 = {λ ∈ Λ : Re λ ∈ [0, 1]} = ∅. Áp dụng

[61, Định lý 3.1], toán tử −A = ∆ có miền xác định

D(−A) = {u ∈ H̊1(Ω) : ∆u ∈ L2(Ω)} = H2
0(Ω) ∩ H̊1(Ω).

Với mỗi λ > 0, ta xét bài toán{
λu(x)−∆u(x) = f(x),

u|∂Ω = 0,
(4.7)

ở đây u ∈ D(−A) là hàm chưa biết, f ∈ L2(Ω) = H0
0(Ω) đã cho. Lập luận

tương tự như Ví dụ 1.3, Bài toán (4.7) có duy nhất nghiệm u ∈ H̊1(Ω).

Áp dụng [61, Định lý 2.5] đối với l = β = γ = 0,m = 1, n = 2 và

f ∈ L2(Ω) = H0
0(Ω) và trên đường thẳng thực Re λ = 1 không chứa điểm

kỳ dị của L(λ) thì nghiệm u ∈ H̊1(Ω) của bài toán (4.7) thuộc H2
0(Ω).

Bởi kết quả này ta kết luận được rằng với mỗi f ∈ H0
0(Ω) = L2(Ω), bài

toán (4.7) có duy nhất nghiệm u ∈ D(−A).

Tiếp tục lập luận tương tự như Ví dụ 1.3 ta thu được −A = ∆ sinh ra

C0−nửa nhóm giải tích {T (t)t≥0} trên X = H0
0(Ω) = L2(Ω). Do đó ta có
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{T (t)}t≥0 là nửa nhóm liên tục chuẩn và ổn định mũ. Bài toán (4.1)-(4.4)

cũng đưa được về bài toán (4.5), (4.6).

Từ phân tích trên, ta xét bài toán trừu tượng sau.

4.1.2. Bài toán

Cho (X, ‖ · ‖) là không gian Banach, ta xét bài toán hệ đàn hồi với cấu

trúc tắt dần gồm các điều kiện không địa phương có dạng sau

utt(t) + ρAut(t) +A2u(t) = f(t, u(t)), t > 0 (4.8)

u(0) + g(u) = x0, ut(0) + h(u) = y0, (4.9)

ở đây A : D(A) ⊂ X −→ X là toán tử tuyến tính đóng, ρ ≥ 2 là hằng

số đã cho, x0 ∈ D(A), y0 ∈ X và g, h, f là các hàm đã cho, chúng sẽ được

giải thích rõ ràng trong phần sau.

Bây giờ ta xây dựng định nghĩa nghiệm mềm của bài toán (4.8)−(4.9).
Trước hết đối với hệ đàn hồi tuyến tính với cấu trúc tắt dần

utt + ρAut(t) +A2u(t) = h(t), 0 < t < T

u(0) = x0 ut(0) = y0,
(4.10)

trên không gian Banach X, ở đây h : [0, T ]→ X. Ta xét phân tích sau(
∂

∂t
+ σ1A

)(
∂

∂t
+ σ2A

)
u = h(t)

tương đương

∂2u

∂t2
+ (σ1 + σ2)A

∂u

∂t
+ σ1σ2A2u = h(t). (4.11)

Phương trình (4.10) đồng nhất (4.11) nếu σ1 + σ2 = ρ, σ1σ2 = 1. Từ giả

thiết ρ ≥ 2, hệ phương trình trên luôn xác định nghiệm σ1, σ2, cụ thể như

sau

(i) Nếu ρ > 2, thì σ1 =
ρ+

√
ρ2 − 4

2
, σ2 =

ρ−
√
ρ2 − 4

2
.

(ii) Nếu ρ = 2, thì σ1 = σ2 = 1.

Đặt
∂u

∂t
+σ2Au = v(t), 0 ≤ t ≤ T, thì v0 := v(0) = y0 +σ2A(x0). Khi đó



110

từ bài toán (4.10) ta có hai bài toán Cauchy trong không gian X như sau
∂v

∂t
+ σ1Av = h(t), 0 < t < T,

v(0) = v0,
(4.12)


∂u

∂t
+ σ2Au = v(t), 0 < t < T,

u(0) = x0

(4.13)

Rõ ràng (4.12), (4.13) là các bài toán giá trị biên không đồng nhất. Từ giả

thiết −A sinh ra C0−nửa nhóm {T (t)}t≥0, ta có −σ1A,−σ2A tương ứng

là các phần tử sinh ra C0−nửa nhóm {S1(t)}t≥0, {S2(t)}t≥0 trênX,S1(t) =

T (σ1t), S2(t) = T (σ2t), t ≥ 0. Áp dụng kết quả trong [63, Mục 4.2], với

giả thiết h ∈ L1

(
0, T ;X

)
, bài toán giá trị biên tuyến tính (4.12) có nghiệm

mềm v biểu diễn bởi hệ thức

v(s) = S1(s)v0 +

s∫
0

S1(s− τ)h(τ)dτ. (4.14)

Tương tự, nếu v ∈ C
(
[0, T ];X

)
thì bài toán giá trị ban đầu tuyến tính

(4.13) có nghiệm mềm u biểu diễn bởi hệ thức

u(t) = S2(t)(x0) +

t∫
0

S2(t− s)v(s)ds. (4.15)

Kết hợp (4.14) và (4.15), ta có

u(t) = S2(t)(x0) +

t∫
0

S2(t− s)S1(s)v0ds

+

t∫
0

s∫
0

S2(t− s)S1(s− τ)h(τ)dτds.

Trên cơ sở lập luận như trên, ta có định nghĩa nghiệm mềm của bài toán

(4.8)−(4.9) như sau:

Định nghĩa 4.1. Một hàm u ∈ C([0, T ];X) được gọi là nghiệm mềm của
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bài toán (4.8)−(4.9) trên [0, T ] nếu

u(t) = S2(t)
(
x0 − g(u)

)
+

t∫
0

S2(t− s)S1(s)v0ds

+

t∫
0

s∫
0

S2(t− s)S1(s− τ)f
(
τ, u(τ)

)
dτds, (4.16)

với bất kỳ t ∈ [0, T ], ở đây v0 = y0 − h(u) + σ2A
(
x0 − g(u)

)
.

4.2. Sự tồn tại nghiệm mềm của bài toán

Trong mục này, ta khẳng định sự tồn tại nghiệm mềm của bài toán

(4.8)-(4.9) trên [0, T ] với T > 0 nào đó. Để thực hiện được điều này, ta

giả thiết rằng

(A) Toán tử −A sinh ra C0−nửa nhóm liên tục chuẩn {T (t)}t≥0 trên

không gian Banach X. Bởi giả thiết này, D(A) với chuẩn graph

‖z‖D(A) = ‖z‖+ ‖Az‖,

trở thành một không gian Banach.

(G) Hàm g : C
(
[0, T ];X

)
−→ D(A) được xác định bởi các điều kiện:

(i) g là hàm liên tục và

‖g(u)‖D(A) ≤ θg(‖u‖C), ∀u ∈ C([0, T ];X), (4.17)

ở đây θg : R+ → R+ là hàm không giảm.

(ii) Tồn tại các hằng số không âm ηg, ξg sao cho với mọi tập bị chặn

Ω ⊂ C([0, T ];X),

χ(g(Ω)) ≤ ηg χT (Ω), (4.18)

χ(Ag(Ω)) ≤ ξg χT (Ω). (4.19)

(H) Hàm h : C([0, T ];X) −→ X thỏa mãn các điều kiện sau

(i) Tồn tại θh : R+ → R+ là hàm liên tục, không giảm sao cho

‖h(u)‖X ≤ θh(‖u‖C), ∀u ∈ C([0, T ];X), (4.20)
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(ii) Tồn tại hằng số dương ηh sao cho

χ
(
h(Ω)

)
≤ ηh χT (Ω), (4.21)

với tất cả các tập bị chặn Ω ⊂ C([0, T ];X).

(F) Hàm phi tuyến f : R+ ×X −→ X thỏa mãn

(i) f
(
·, v
)
là hàm đo được đối với mỗi v ∈ X, f(t, ·) liên tục hầu khắp

đối với t ∈ [0, T ] và

‖f
(
t, v
)
‖X ≤ m(t)θf(‖v‖X), (4.22)

với tất cả v ∈ X, t ∈ [0, T ], ở đây m ∈ L1([0, T ]), θf : R+ → R+ là

hàm liên tục, không giảm.

(ii) Nếu {T (t)}t≥0 không là nửa nhóm compact thì tồn tại hàm ηf :

R+ → R+ thỏa mãn ηf ∈ L1(0, T ) và

χ
(
f(t,Ω)

)
≤ ηf(t)χT (Ω), (4.23)

với tất cả các tập bị chặn Ω ⊂ X.

Nhận xét 4.1. 1) Nếu f(t, ·) thỏa mãn điều kiện Lipschitz, tức là

‖f(t, v1)− f(t, v2) ≤ kf(t)‖v1 − v2‖X ,

với hàm kf ∈ L1(0, T ) nào đó, thì (4.22) và (4.23) đều thỏa mãn.

2) Nếu g là compact, thì (4.18) thỏa mãn.

Đặt S1(t) = T (σ1t), S2(t) = T (σ2t), σ1 + σ2 = ρ, σ1σ2 = 1, 0 < σ1 < σ2.

Ta kí hiệu BR = {u ∈ C := C([0, T ];X) : ‖u‖C ≤ R}, ở đây R là số

thực dương đã được chọn. Ta thấy rằng BR là tập con đóng, lồi, bị chặn

của C([0, T ];X). Ta định nghĩa toán tử nghiệm F : BR → C như sau:

F (u)(t) = S2(t)(x0 − g(u)) +

t∫
0

S2(t− s)S1(s)v0ds

+

t∫
0

s∫
0

S2(t− s)S1(s− τ)f
(
τ, u(τ)

)
dτds, (4.24)
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với mọi u ∈ BR và với mọi t ∈ [0, T ]. Ta nhận thấy F là ánh xạ liên tục

trên BR. Thật vậy, với mọi u ∈ M, ta lấy dãy {un}∞n=1 ⊂ M,un → u khi

n → ∞. Khi đó, bởi tính liên tục của các thành phần tham gia trong F,

ta thu được {F (un)(t)} → F (u)(t) với mọi t ∈ [0, T ]. Bây giờ ta đặt

M = sup
t∈[0,T ]

‖S2(t)‖L(X),ΛT = sup
t∈[0,T ]

t∫
0

‖S2(t− s)S1(s)‖L(X)ds,

ΓT = sup
t∈[0,T ]

t∫
0

s∫
0

‖S2(t− s)S1(s− τ)‖L(X)m(τ)dτds.

ΘT =


0, nếu nửa nhóm {T (t)}t≥0 là compact,

sup
t∈[0,T ]

t∫
0

s∫
0

‖S2(t− s)S1(s− τ)‖L(X)ηf(τ)dτds,

đối với các trường hợp còn lại.

Bổ đề 4.1. Giả sử (A), (G), (H), (F) thỏa mãn và nếu

lim inf
n→∞

1

n

[
Mθg(n) + (θh(n) + σ2θg(n))ΛT + θf(n)ΥT

]
< 1 (4.25)

thì luôn tồn tại số thực dương R để sao cho F (BR) ⊂ BR.

Chứng minh. Bằng phản chứng, ta giả thiết tồn tại dãy {un}∞n=1 ⊂ BR sao

cho ‖un‖C ≤ n nhưng ‖F (un)‖C > n. Từ hệ thức của F, ta có

F (un)(t) = F1(un)(t) + F2(un)(t) + F3(un)(t),

ở đây

F1(v)(t) = S2(t)(x0 − g(v));

F2(v)(t) =

t∫
0

S2(t− s)S1(s)
(
y0 − h(v) + σ2A(x0 − g(v))

)
ds;

F3(v)(t) =

t∫
0

s∫
0

S2(t− s)S1(s− τ)f
(
τ, v(τ)

)
dτds.

Ta có

‖F (un)(t)‖X ≤ ‖F1(un)(t)‖X + ‖F2(un)(t)‖X + ‖F3(un)(t)‖X . (4.26)
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‖F1(un)(t)‖X ≤ ‖S2(t)‖L(X)

(
‖x0‖D(A) + ‖g(un)‖D(A)

)
≤M

(
‖x0‖D(A) + θg(n)

)
. (4.27)

‖F2(un)(t)‖X ≤
t∫

0

‖S2(t− s)S1(s)‖L(X)

(
‖y0‖X + ‖h(un)‖X

+ σ2‖Ax0‖X + σ2‖Ag(un)‖X
)
ds

≤
(
‖y0‖X + ‖h(un)‖X + σ2‖Ax0‖X

+ σ2‖Ag(un)‖D(A)

)
ΛT

≤
(
‖y0‖X + θh(n) + σ2‖Ax0‖X + σ2θg(n)

)
ΛT . (4.28)

‖F3(un)(t)‖X ≤
t∫

0

s∫
0

‖S2(t− s)S1(s− τ)‖L(X)‖f
(
τ, un(τ)

)
‖Xdτds

≤
t∫

0

s∫
0

‖S2(t− s)S1(s− τ)‖L(X) m(τ)θf(‖un(t)‖X)dτds

≤ θf(n)ΥT . (4.29)

Từ (4.26)-(4.29), ta có

‖F (un)(t)‖X ≤
(
M‖x0‖D(A) + ‖y0‖X + σ2‖Ax0‖X

)
+
(
Mθg(n) + (θh(n) + σ2θg(n))ΛT + θf(n)ΥT

)
,

suy ra

‖F (un)‖C ≤
(
M‖x0‖D(A) + ‖y0‖X + σ2‖Ax0‖X

)
+
(
Mθg(n) + (θh(n) + σ2θg(n))ΛT + θf(n)ΥT

)
.

Do đó

1 <
1

n
‖F (un)‖C ≤

1

n

[
M‖x0‖D(A) + ‖y0‖X + σ2‖Ax0‖X

]
+

1

n

[
Mθg(n) + (θh(n) + σ2θg(n))ΛT + θf(n)ΥT

]
. (4.30)

Từ (4.30), cho n→ +∞, cùng với giả thiết (4.25), ta thu được điều mâu

thuẫn. Bổ đề 4.1 được chứng minh.

Bổ đề 4.2. Giả sử các giả thiết của Bổ đề 4.1 đều thỏa mãn. Khi đó

χT
(
F (D)

)
≤
[
Mηg + 4

(
ηh + σ2ξg)ΛT + 8ΘT

]
χT (D), (4.31)
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với tất cả các tập bị chặn D ⊂ BR.

Chứng minh. Từ tính chất nửa tuyến tính của χT , ta có

χT
(
F (D)

)
≤ χT

(
F1(D)

)
+ χT

(
F2(D)

)
+ χT

(
F3(D)

)
(4.32)

1. Với mọi z1, z2 ∈ F1(D), luôn tồn tại u1, u2 ∈ D sao cho với t ∈ [0, T ],

zi(t) = F1(ui)(t) = S2(t)
(
x0 − g(ui)

)
, t ∈ [0, T ], i = 1, 2.

Ta có

‖z1(t)−z2(t)‖X = ‖S2(t)g(u2)−S2(t)g(u1)‖X = ‖S2(t)
(
g(u2)−g(u1)

)
‖X .

Suy ra

‖z1 − z2‖C ≤ ‖S2(t)‖L(X)‖g(u2)− g(u1)‖X ≤M‖g(u2)− g(u1)‖X .

Do đó

χT
(
F1(D)

)
≤M χ

(
g(D)

)
≤Mηg χT (D). (4.33)

2. Áp dụng Mệnh đề 1.3, luôn tồn tại dãy {un}∞n=1 ⊂ M sao cho với mọi

ε > 0 thì

χT
(
F2(M)

)
≤ 2χT

(
{F2(un)}∞n=1

)
+ ε. (4.34)

Ta có

χ
(
{F2(un)(t)}

)
≤ 2

t∫
0

χ
(
S2(t− s)S1(s)

(
y0 − h({un})

+ σ2A
(
x0 − g({un})

)))
ds

= 2

t∫
0

χ
[
S2(t− s)S1(s)

(
h({un}) + σ2Ag({un})

)]
ds

≤ 2

t∫
0

‖S2(t− s)S1(s)‖L(X)

(
χ
(
h({un})

)
+ σ2χ

(
Ag({un})

))
ds.

Ta nhận thấy {F2(un)} là đồng liên tục. Thật vậy với mọi ε > 0, ta chọn

được δ := δ(ε). Khi đó với mọi t1, t2 ∈ [0, T ], |t2 − t1| < δ và với mọi
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n ∈ N∗ thì

‖F2(un)(t2)− F2(un)(t1)‖X

=
∥∥∥ t2∫

0

S2(t2 − s)S1(s)v0 ds−
t1∫

0

S2(t1 − s)S1(s)v0 ds
∥∥∥
X

≤
∥∥∥ t1∫

0

S2(t2 − s)S1(s)v0 ds−
t1∫

0

S2(t1 − s)S1(s)v0 ds
∥∥∥
X

+
∥∥∥ t2∫
t1

S2(t2 − s)S1(s)v0 ds
∥∥∥
X

≤ T sup
t∈[0,T ]

‖S1(t)‖L(X)‖v0‖X
t1∫

0

‖S2(t2 − s)− S2(t1 − s)‖L(X)ds

+ sup
t∈[0,T ]

‖S2(t− s)‖L(X) sup
s∈[0,T ]

‖S1(s)‖L(X)‖v0‖X |t2 − t1| < ε.

Từ tính đồng liên tục của {F2(un)} ta thu được

χT
(
{F2(un)}

)
≤ 2

(
ηh χT ({un}) + σ2ξg χT ({un})

)
ΛT

≤ 2
(
ηh + σ2ξg

)
ΛT χT (D), (4.35)

điều này có được là nhờ vào các giả thiết (G) và (H). Từ chỗ ε > 0 là

tùy ý, từ (4.34) và (4.35) ta có

χT
(
F2(D)

)
≤ 4

(
ηh + σ2ξg

)
ΛT χT (D). (4.36)

3. Áp dụng Mệnh đề 1.3 thêm một lần nữa, với mọi ε > 0, tồn tại dãy

{un}∞n=1 ⊂ D sao cho

χT
(
F3(M)

)
≤ 2χT

(
{F3(un)}∞n=1

)
+ ε. (4.37)

Ta có

χ
(
{F3(un)(t)}

)
≤ 4

t∫
0

s∫
0

χ
(
S2(t− s)S1(s− τ)f(τ, {un(τ)})

)
dτds.

Nếu {T (t)}t≥0 là nửa nhóm compact, thì {S2(t)}t≥0 cũng là nửa nhóm

compact. Khi đó

χ
(
S2(t− s)S1(s− τ)f

(
τ, {un(τ)}

))
= 0 với hầu khắp τ ∈ [0, T ].
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Trong trường hợp này, ta thu được χ
(
{F3(un)(t)}

)
= 0. Trong các trường

hợp còn lại, ta có

χ
(
{F3(un)(t)}

)
≤ 4

t∫
0

s∫
0

‖S2(t− s)S1(s− τ)‖L(X)χ
(
f(τ, {un(τ)})

)
dτds

≤ 4

t∫
0

s∫
0

‖S2(t− s)S1(s− τ)‖L(X)ηf(τ)χ
(
{un(τ)}

)
dτds.

Chứng minh tương tự như trên, ta có {F3(un)(t)} là đồng liên tục. Khi đó

χT
(
{F3(un)}

)
≤ 4ΘTχT (D). (4.38)

Từ (4.37) và (4.38) ta có

χT
(
F3(M)

)
≤ 8ΘTχT (D). (4.39)

Từ (4.32), (4.33), (4.36) và (4.39), ta thu được

χT
(
F (D)

)
≤
[
Mηg + 4(ηh + σ2ξg)|ΛT + 8ΘT

]
χT (D). (4.40)

Bổ đề 4.2 được chứng minh.

Định lý 4.1. Giả sử các giả thiết của Bổ đề 4.2 được thỏa mãn và

l := Mηg + 4(ηh + σ2ξg)|ΛT + 8ΘT < 1. (4.41)

Khi đó bài toán (4.8)-(4.9) có ít nhất một nghiệm trên [0, T ].

Chứng minh. Bởi giả thiết (4.41), toán tử nghiệm F là χT− nén. Thực

vậy, nếu D ⊂ BR là tập bị chặn thỏa mãn χT (D) ≤ χT
(
F (D)

)
, áp dụng

Bổ đề 4.2, ta thu được

χT (D) ≤ χT
(
F (D)

)
≤ lχT (D).

Do đó χT (D) = 0, nên D là compact tương đối.

Bởi các giả thiết của Bổ đề 4.1 nên ta có F (BR) ⊂ BR và F liên tục.

Tiếp tục áp dụng Định lý 1.15, ánh xạ nghiệm F xác định bởi (4.24) có

tập điểm bất động Fix(F ) là compact, khác tập ∅. Điều này chứng tỏ

rằng bài toán (4.8)−(4.9) có nghiệm u(t) biểu diễn bởi (4.16).
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4.3. Sự tồn tại nghiệm mềm phân rã của bài toán

Trong mục này, chúng ta xét toán tử nghiệm F trên tập sau:

BCγ
R(β) = BR ∩

{
v ∈ BC(R+;X) : sup

t∈R+

eγt‖v(t)‖X ≤ β
}
,

ở đây BR là hình cầu đóng trong BC(R+;X) có tâm tại gốc, bán kính R; β

và γ là các số thực dương sẽ được lựa chọn sau. Ta nhận thấy BCγ
R(β) là

tập con lồi, đóng, bị chặn trong BC(R+;X). Trên BCγ
R(β) chúng ta sử

dụng độ đo không compact χ∗ được xác định bởi (1.21). Ta sẽ chứng minh

F
(
BCγ

R(β)
)
⊂ BCγ

R(β) và F là χ∗−ánh xạ nén trên BCγ
R(β). Trong các

giả thiết (A), (G), (H), (F), chúng ta thay thế bởi giả thiết tương ứng

mạnh hơn, đó là:

(A∗) Toán tử −A là phần tử sinh của C0−nửa nhóm liên tục chuẩn

{T (t)}t≥0 sao cho ‖T (t)‖L(X) ≤ Ce−δt, t ≥ 0, ở đây C, δ là các hằng

số dương.

(G∗) Giả thiết (G) thỏa mãn với bất kỳ T > 0.

(H∗) Giả thiết (H) thỏa mãn với bất kỳ T > 0.

(F∗) Giả thiết (F) thỏa mãn với θf(r) = r, ηf ∈ L∞(R+) vàm ∈ L1
loc(R+)

sao cho

K = sup
s≥0

s∫
0

e−(δσ1−γ)(s−τ)m(τ)dτ < +∞.

Ta đặt

M∞ = sup
t∈R+

‖S2(t)‖L(X),Λ∞ = sup
t∈R+

t∫
0

‖S2(t− s)S1(s)‖L(X)ds,

Γ∞ = sup
t∈R+

t∫
0

s∫
0

‖S2(t− s)S1(s− τ)‖L(X)m(τ)dτds.

Θ∞ =


0, nếu nửa nhóm {T (t)}t≥0 là compact,

sup
t∈R+

t∫
0

s∫
0

‖S2(t− s)S1(s− τ)‖L(X)ηf(τ)dτds,

đối với các trường hợp khác.
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Trong các phát biểu và chứng minh dưới đây, ta luôn chọn γ ∈ (0, δσ1] là

cố định.

Bổ đề 4.3. Với các giả thiết (A∗), (G∗), (H∗), (F∗) và nếu

lim inf
n→∞

1

n

[
M∞θg(n) +

(
θh(n) + σ2θg(n)

)
Λ∞
]

+ Γ∞ < 1, (4.42)

và
KC2

δσ2 − γ
< 1 (4.43)

thì tồn tại các số dương R, β sao cho F
(
BCγ

R(β)
)
⊂ BCγ

R(β).

Chứng minh. 1. Trước hết, ta chứng minh sự tồn tại của BR sao cho

F (BR) ⊂ BR. Thật vậy, giả sử ngược lại rằng với mỗi n ∈ N, tồn tại

un ∈ Bn thỏa mãn ‖un‖∞ ≤ n nhưng ‖F (un)‖∞ > n. Lập luận như Bổ

đề 4.1, ta có

‖F1(un)(t)‖X ≤M∞
(
‖x0‖D(A) + θg(n)

)
(4.44)

‖F2(un)(t)‖X ≤
(
‖y0‖X + θh(n) + σ2‖Ax0‖X + σ2θg(n)

)
Λ∞. (4.45)

‖F3(un)(t)‖X ≤ nΓ∞. (4.46)

Từ (4.44), (4.45) và (4.46), ta thu được

‖F (un)(t)‖X ≤
[
M∞‖x0‖D(A) + ‖y0‖X + σ2‖Ax0‖X

]
+
[
M∞θg(n) +

(
θh(n) + σ2θg(n)

)
Λ∞ + nΓ∞

]
,

với mỗi t ≥ 0. Do đó

1 <
1

n
‖F (un)‖∞ ≤

1

n

[
M∞‖x0‖D(A) + ‖y0‖X + σ2‖Ax0‖X

]
+

1

n

[
M∞θg(n) +

(
θh(n) + σ2θg(n)

)
Λ∞ + nΓ∞

]
(4.47)

Qua giới hạn khi n→∞, ta thu được điều mẫu thuẫn với (4.42).

2. Tiếp theo, ta chứng minh tồn tại β > 0 sao cho F
(
BCγ

R(β)
)
⊂ BCγ

R(β).

Thực vậy, ta giả sử ngược lại rằng với mỗi n ∈ N tồn tại un ∈ BCγ
R(n)
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(tức là sup
t∈R+

eγt‖un(t)‖X ≤ n) sao cho sup
t∈R+

eγt‖F (un)(t)‖X > n. Khi đó

eγt‖F1(un)(t)‖X ≤ eγt‖S2(t)‖L(X)

(
‖x0‖D(A) + ‖g(un)‖D(A)

)
≤ eγt‖S2(t)‖L(X)

(
‖x0‖D(A) + θg(‖un‖∞)

)
≤ C

e(δσ2−γ)t

[
‖x0‖D(A) + θg(R)

]
≤ C

[
‖x0‖D(A) + θg(R)

]
. (4.48)

eγt‖F2(un)(t)‖X ≤ eγt
t∫

0

‖S2(t− s)S1(s)‖L(X)

(
‖y0‖X + ‖h(un)‖X

+ σ2‖Ax0‖X + σ2‖Ag(un)‖X
)
ds

≤ C
[
‖y0‖X + θh(‖un‖∞) + σ2‖Ax0‖X

+ σ2θg(‖un‖∞)
]
e(γ−δσ2)t

t∫
0

eδ(σ2−σ1)sds

≤ C1

[
‖y0‖X + θh(R) + σ2‖Ax0‖X + σ2θg(R)

]
, (4.49)

với mọi t ≥ 0, điều này có được là do un ∈ BCγ
R(n). Ở đây C1 là hằng số

dương độc lập với un.

eγt‖F3(un)(t)‖X ≤ eγt
t∫

0

s∫
0

‖S2(t− s)S1(s− τ)‖L(X)‖f(τ, un(τ))‖Xdτds

≤ C2eγt
t∫

0

s∫
0

e−δσ2(t−s)e−δσ1(s−τ)m(τ)‖un(τ)‖Xdτds

≤ nC2eγt
t∫

0

e−δσ2(t−s)
( s∫

0

e−δσ1(s−τ)−γτm(τ)dτ
)
ds,

ta thấy rằng
s∫

0

e−δσ1(s−τ)−γτm(τ)dτ =

s∫
0

e−δσ1(s−τ)+γ(s−τ)e−γsm(τ)dτ

= e−γs
s∫

0

e−(δσ1−γ)(s−τ)m(τ)dτ ≤ Ke−γs,
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điều này có được là nhờ γ ≤ δσ1. Do đó

eγt‖F3(un)(t)‖X ≤ nC2Keγt
t∫

0

e−δσ2(t−s)−γsds ≤ nKC2

δσ2 − γ
. (4.50)

Từ (4.48)-(4.50), ta có

eγt‖F (un)(t)‖X ≤ C2

[
‖x0‖D(A) + ‖y0‖X + σ2‖Ax0‖X

+ (1 + σ2)θg(R) + θh(R)
]

+
nKC2

δσ2 − γ
,

với ∀un ∈ BCγ
R(n) và ∀t ≥ 0, ở đây C2 = max{C,C1}. Từ đó suy ra

1 <
1

n
sup
t≥0

eγt‖F (un)(t)‖X ≤
C2

n

[
‖x0‖D(A) + ‖y0‖X + σ2‖Ax0‖X

+ (1 + σ2)θg(R) + θh(R)
]

+
KC2

δσ2 − γ
.

Qua giới hạn khi n→∞ ta thu được điều mâu thuẫn với (4.43).

Bổ đề 4.4. Giả sử (A∗), (G∗), (H∗), (F∗) thỏa mãn. Khi đó ta luôn có

χ∗
(
F (D)

)
≤
[
M∞ηg + 4

(
ηh + σ2ξg

)
Λ∞ + 8Θ∞

]
χ∗(D), (4.51)

với tất cả các tập bị chặn D ⊂ BCγ
R(β).

Chứng minh. Cho D ⊂M∞ là tập bị chặn bất kỳ. Ta có

χ∗
(
F (D)

)
= χ∞

(
F (D)

)
+ d∞

(
F (D)

)
. (4.52)

1. Trước hết, ta có

χ∞
(
F (D)

)
≤ χ∞

(
F1(D)

)
+ χ∞

(
F2(D)

)
+ χ∞

(
F3(D)

)
. (4.53)

Nhờ Bổ đề 4.2, ta thu được các đánh giá sau

χ∞
(
F1(D)

)
≤M∞ηgχ∞(D), (4.54)

χ∞
(
F2(D)

)
≤ 4(ηh + σ2ξg)Λ∞χ∞(D), (4.55)

χ∞
(
F3(D)

)
≤ 8Θ∞χ∞(D). (4.56)

Từ (4.53)−(4.56), ta có

χ∞
(
F (D)

)
≤
[
M∞ηg + 4

(
ηh + σ2ξg

)
Λ∞ + 8Θ∞

]
χ∞(D). (4.57)
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2. Bây giờ ta lấy D ⊂ BCγ
R(β) là một tập con bị chặn. Khi đó với tất cả

u ∈ D, ta có

eγt‖F (u)(t)‖X ≤ β khi t→∞.
Điều này kéo theo ‖F (u)(t)‖X ≤ βe−γt, ∀u ∈ D và với t đủ lớn. Điều này

tương đương với T đủ lớn, ta có dT
(
F (D)

)
≤ βe−γT . Do đó

d∞
(
F (D)

)
= lim

T→∞
dT
(
F (D)

)
= 0. (4.58)

Từ (4.52), (4.57) và (4.58), ta có kết luận của bổ đề.

Định lý 4.2. Giả sử các giả thiết của Bổ đề 4.3 thỏa mãn và

l∞ := M∞ηg + 4
(
ηh + σ2ξg)Λ∞

)
+ 8Θ∞ < 1. (4.59)

Khi đó bài toán (4.8), (4.9) có ít nhất một nghiệm mềm xác định trên R+

thỏa mãn eγt‖u(t)‖X = O(1) khi t→ +∞.

Chứng minh. Bởi giả thiết (4.59), toán tử nghiệm F là χ∗− nén. Thực

vậy, nếu D ⊂ BCγ
R(β) là tập bị chặn thỏa mãn χ∗(D) ≤ χ∗

(
F (D)

)
, khi

đó theo Bổ đề 4.4, ta thu được χ∗(D) ≤ χ∗
(
F (D)

)
≤ l∞χ

∗(D). Do đó

χ∗(D) = 0, nên D là compact tương đối.

Theo Bổ đề 4.3, F
(
BCγ

R(β)
)
⊂ BCγ

R(β) và F liên tục. Áp dụng Định lý

1.15, ánh xạ F xác định bởi (4.24) có tập điểm bất động Fix(F ) ⊂ BCγ
R(β)

là compact, khác tập ∅. Điều này chứng tỏ rằng bài toán (4.8), (4.9) có

nghiệm u(t) biểu diễn bởi (4.16) thỏa mãn lim
t→∞

u(t) = 0.

Để minh họa cho sự tồn tại nghiệm mềm phân rã theo tốc độ mũ của

bài toán tổng quát, ta quay lại xét bài toán (4.1)−(4.4). Như đã nêu trong

Ví dụ ở mục Mở đầu, ta xét biên ∂Ω theo hai trường hợp sau:

1. Miền Ω ⊂ Rn có biên ∂Ω đủ trơn. Khi đó với X = L2(Ω),−A = ∆x có

miền xác định H̊1(Ω) ∩H2(Ω) sinh ra C0−nửa nhóm {T (t)}t≥0 giải tích,

compact, ổn định mũ, ‖T (t)‖L(X) ≤ e−λ1t, với λ1 > 0 là giá trị riêng đầu

tiên của −A. Do đó {T (t)}t≥0 là C0−nửa nhóm liên tục chuẩn. Ta nhắc

lại các kí hiệu sau:

u(t) = u(t, ·), f(t, v) = f(t, ·, v(·)),

g(u) =

∫
Ω

k(·, y)u(0, y)dy, h(u) =
n∑
i=1

Ciu(ti, ·).
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Ta xét hàm phi tuyến f, giả thiết rằng tồn tại hàm m ∈ L1
loc(R+) sao cho

|f(t, x, z)| ≤ m(t)|z|, ∀ (t, x, z) ∈ R+×Ω×R. Khi đó ta có ‖f(t, v)‖X ≤
m(t)‖v‖X , ∀ v ∈ X. Chú ý rằng toán tử

G(v) =

∫
Ω

k(·, y)v(y)dy

là toán tử kiểu Hilbert-Schmidt trên L2(Ω), nên nó là toán tử compact.

Điều này áp dụng cho ánh xạ g xác định bởi g(u) = G
(
u(0, ·)

)
cũng là

toán tử compact. Tương tự, ta có Ag là ánh xạ compact. Vì vậy điều kiện

(G∗)(ii) là thỏa mãn với ηg = ξg = 0. Thêm nữa, ta thấy rằng

‖g(u)‖X ≤ ‖k‖L2(Ω×Ω)‖u(0, ·)‖X ≤ ‖k‖L2(Ω×Ω)‖u(0, ·)‖C .

Do đó (G∗)(i) thỏa mãn. Tiếp tục, xét các điều kiện đối với hàm h, ta có

‖h(u1)− h(u2)‖X ≤
N∑
i=1

Ci‖u1(ti, ·)− u2(ti, ·)‖X ≤
( N∑
i=1

Ci
)
‖u1 − u2‖C .

Khi đó χ
(
h(Ω)

)
≤
( N∑
i=1

Ci
)
χ∞(Ω), với mọi tập bị chặn D ⊂ BC(R+;X).

Điều này cho thấy giả thiết (H∗)(ii) thỏa mãn, ở đây ηh =
N∑
i=1

Ci. Thêm

nữa, ta có đánh giá

‖h(u)‖X ≤
( N∑
i=1

Ci
)
‖u(ti, ·)‖X ≤

( N∑
i=1

Ci
)
‖u‖∞, ∀u ∈ BC(R+;X).

Điều này cho thấy giả thiết (H∗)(i) là thỏa mãn.

Bởi các kết quả thu được ở trên, qua tính toán, ta có

M∞ = 1, Θ∞ = 0, Λ∞ ≤
(
λ1(σ2 − σ1)

)−1
, θg(r) = ‖k‖L2(Ω×Ω)r,

K = sup
t≥0

t∫
0

e−(λ1σ1−γ)(t−τ)m(τ)dτ, θh(r) =
( N∑
i=1

Ci)
)
r.

Áp dụng Định lý 4.2, bài toán (4.1)−(4.4) có ít nhất một nghiệm u ∈
BC

(
R+;L2(Ω)

)
thỏa mãn eγt‖u(t)‖L2(Ω) = O(1) khi t → +∞ xác định
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bởi các điều kiện
K < λ1σ2 − γ,

‖k‖L2(Ω×Ω) +
( N∑
i=1

Ci + σ2‖k‖L2(Ω×Ω)

)[
λ1(σ2 − σ1)

]−1
+ Γ∞ < 1.

2. Ta xét bài toán (4.1)-(4.4) trên miền Ω ⊂ R2 bị chặn với biên ∂Ω trơn

trừ điểm gốc x = 0, các hàm g, h được xét như trên. Tuy nhiên đối với

hàm f, ta giả sử như sau:

Cho f̂1 : R+×Ω×R→ R, µ : R+×Ω→ R và f̂2 : Ω×R→ R sao cho

(a) f̂1 là hàm liên tục thỏa mãn f̂(t, x, 0) = 0 và∣∣f̂1(t, x, z1)− f̂1(t, x, z2)
∣∣ ≤ m1(t)|z1 − z2|

với tất cả x ∈ Ω, z1, z2 ∈ R, ở đây m1 ∈ L2(R+) hoặc m1 là hằng số;

(b) µ ∈ BC
(
R+, L2(Ω)

)
;

(c) f̂2 là hàm liên tục và |f̂2(x, z)| ≤ l(x)|z| với l ∈ L2(Ω).

Hàm f : R+ ×X → X thỏa mãn f(x, t, v) = f1(t, v)(x) + f2(t, v)(x), với

f1(t, v)(x) = f̂1(t, x, v(x)); f2(t, v)(x) = µ(t, x)

∫
Ω

f̂2(x, v(x))dx.

Xét f1, ta có ‖f1(s, v1)− f1(s, v2)‖ ≤ m1(s)‖v1 − v2‖. Điều này đưa đến

χ
(
f1(s,D)

)
≤ m1(s)χ(D) (4.60)

với tất cả các tập bị chặn D ⊂ X.

Xét f2, sử dụng bất đẳng thức Hölder, ta có

‖f2(t, v)‖2
X ≤ ‖µ(t)|2X

(∫
Ω

f̂2

(
x, v(x)

)
dx
)2

≤ ‖µ(t)‖2
X

(∫
Ω

|l(x)||v(x)|dx
)2

≤ ‖µ(t)‖2
X‖l‖2

X‖v‖2
X .

Mặt khác, với bất kỳ D ⊂ X, ta thấy rằng f2(s,D) ⊂ {λµ(s, ·) : λ ∈ R}.
Điều này đưa đến f2(s,D) nằm trong không gian con một chiều của X.
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Do đó

χ
(
f2(t, V )

)
= 0, (4.61)

với t ∈ R+. Từ (4.60) và (4.61), ta thu được

χ
(
f(s,D)

)
≤ χ

(
f1(s,D)

)
+ χ

(
f2(s,D)

)
≤ m1(s)χ(D)

với mọi tập bị chặn D ⊂ X. Như vậy, ηf(t) = m1(t). Thêm nữa, ta có

‖f(·, t, v)‖X ≤ ‖f1(t, v)‖X + ‖f2(t, v)‖X ≤
(
m1(t) + ‖µ(t)‖X‖l‖X

)
‖v‖X .

Do đó m(t) = m1(t) + ‖µ(t)‖X‖l‖X .

Bởi các kết quả thu được trong ví dụ đã nêu ở mục Mở đầu của chương,

lập luận tương tự như trường hợp biên ∂Ω trơn, ta cũng thu được kết quả

M∞ = 1, Λ∞ ≤
1

λ1(σ2 − σ1)
, θg(r) = ‖k‖L2(Ω×Ω)r, θh(r) =

( N∑
i=1

Ci)
)
r,

K ≤
‖m1‖L2(R) + 2L

2
(
λ1σ1 − γ

) , Γ∞ ≤
1

λ1

(
‖m1‖L2(R+)

(2λ1σ1)
1
2

+
L

σ1

)
,

ở đó L = max
t≥0
‖µ(t)‖X‖l‖X . Tiếp theo, ta có Θ∞ ≤

‖m1‖L2(R+)

λ1(2λ1σ2)
1
2
. Áp dụng

Định lý 4.2, bài toán (4.1)−(4.4) có ít nhất một nghiệm u ∈ BC
(
R+;L2(Ω)

)
thỏa mãn eγt‖u(t)‖L2(Ω) = O(1) khi t→ +∞ xác định bởi các điều kiện

K < λ1σ2 − γ,

‖k‖L2(Ω×Ω) +

N∑
i=1

Ci + σ2‖k‖L2(Ω×Ω)

λ1(σ2 − σ1)
+ Γ∞ + 8Θ∞ < 1.

Kết luận chương 4

Trong chương 4, chúng tôi đã thiết lập được sự tồn tại nghiệm mềm

phân rã tốc độ theo cấp mũ của bài toán (4.8), (4.9) và đưa ra được các ví

dụ minh họa cho kết quả đạt được đối với phương trình truyền sóng nửa

tuyến tính với cấu trúc tắt dần trên miền trơn bất kỳ và miền có điểm

góc trong R2. Kết quả đạt được tổng quát hơn so với cùng kết quả trong

[22, 21] trên hai phương diện, thứ nhất là bài toán được xét với điều kiện

biên không địa phương, thứ hai là bài toán được xét với lớp hàm phi tuyến

rộng hơn.
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KẾT LUẬN

1. Kết quả đạt được

1. Sự tồn tại và tính duy nhất nghiệm yếu trên [0,+∞) của bài toán

giá trị biên ban đầu đối với phương trình hyperbolic nửa tuyến tính

cấp cao trong các trụ không trơn.

2. Sự tồn tại duy nhất và biểu diễn tính chính quy của nghiệm yếu trên

[0, T ] (0 < T < +∞) theo biến thời gian trong không gian Sobolev có

trọng của bài toán Dirichlet-Cauchy đối với phương trình hyperbolic

nửa tuyến tính cấp hai trong miền có cạnh, miền nón có cạnh.

3. Sự tồn tại nghiệm mềm phân rã tốc độ theo cấp mũ phương trình

truyền sóng nửa tuyến tính với cấu trúc tắt dần cùng điều kiện ban

đầu không địa phương, xét với lớp hàm phi tuyến có giá trị trong

không gian Banach liên tục bị chặn.

2. Kiến nghị một số vấn đề nghiên cứu tiếp theo

Bên cạnh các kết quả đã đạt được trong luận án, một số vấn đề mở cần

tiếp tục nghiên cứu như:

• Biểu diễn tiệm cận của nghiệm của bài toán Dirichlet-Cauchy đối với

phương trình hyperbolic phi tuyến trong các miền có cạnh.

• Sự tồn tại duy nhất, tính chính quy, biểu diễn tiệm cận của nghiệm của

bài toán Dirichlet-Cauchy đối với phương trình hyperbolic phi tuyến

trong miền đa diện.

• Sự tồn tại nghiệm mềm của phương trình truyền sóng có cấu trúc tắt

dần với trễ vô hạn cùng điều kiện ban đầu không địa phương.
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